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【摘要】本文给出了E(A,B)的定义，利用了加法范畴，Abel范畴中关于积、余
积、拉回、推出的定义以及结论，给出了相应的乘法，并且证明了，在这个乘法
下，E(A,B)构成群。
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关于E(A,B)为Abel群的证明

Abstract

In this paper, E (A, B) is defined using the additive category, Abel category on the plot,
coproduct, pullback, the introduction of definitions and conclusions, gives the corresponding
multiplication, and proved in this Multiply next, E (A, B) constitute a group.
keywords:product coproduct pullbact pushout
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引引引言言言

在同调代数中，𝐸𝑥𝑡 函子是𝐻𝑜𝑚 函子的导函子，𝐸𝑥𝑡𝑛 : 𝒞 → 𝐴𝑏𝑒𝑙 群范畴。此函
子首见于代数拓扑，但其应用遍布许多领域。我们一般都是对𝒞是具有足够多的内射
对象的𝐴𝑏𝑒𝑙范畴中才能通过内射分解得到𝐸𝑥𝑡𝑛函子，比如环𝑅的左模范畴𝑅−𝑀𝑜𝑑中,
但具有足够多的内射对象的𝐴𝑏𝑒𝑙范畴不是一般存在的，这样就对𝐸𝑥𝑡𝑛函子无法在一
般的𝐴𝑏𝑒𝑙范畴中使用。我们知道在环𝑅的左模范畴𝑅 −𝑀𝑜𝑑中，𝐸𝑥𝑡1(𝐴,𝐵)可与建立
群结构的𝐴通过𝐵的扩张集合𝐸(𝐴,𝐵)有群同构，对一般𝐴𝑏𝑒𝑙范畴中的扩张集合中的
群结构𝐸(𝐴,𝐵)，基本上大家都认为它是一个群，但基本上很难在文献中找到证明。
本文就这个问题给出一个证明，从而对一般𝐸𝑥𝑡函子的建立打下基础。

第1章 定义

Able范畴𝒞中，A,B∈ ob(𝒞)令

𝑇 (𝐴,𝐵) = {0 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 𝐴 −→ 0正合|𝐶 ∈ 𝑜𝑏(𝒞)}

对任意𝜉, 𝜂 ∈ 𝑇 (𝐴,𝐵),𝜉 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 𝐴 −→ 0, 𝜂 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐷 −→ 𝐴 −→
0，定义相等关系∼

𝜉 ∼ 𝜂 ⇔ 𝑔 ∈ 𝒞(𝐶,𝐷)使得下图可交换：

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝐶 −−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝑔 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝐷 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

容易验证关系∼是等价关系，令E(𝐴,𝐵) = 𝑇 (𝐴,𝐵)�∼,记𝜉 ∈ 𝑇 (𝐴,𝐵)的等价类为[𝜉]。𝜉, 𝜂 ∈
𝑇 (𝐴,𝐵), 𝜉 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 𝐴 −→ 0, 𝜂 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐷 −→ 𝐴 −→ 0,令𝑞𝑎 =
𝑞1 + 𝑞2 ∈ 𝒞(𝐴,𝐴

⨁︀
𝐴)，其中𝑞1, 𝑞2为余射影。令𝑝𝑏 = 𝑝′1 + 𝑝′2 ∈ 𝒞(𝐵

⨁︀
𝐵,𝐵)，其

中𝑝′1, 𝑝
′
2是射影。可以得到交换图：

0 −→ 𝐵 −→ 𝑌 −→ 𝐴 −→ 0
↑ 𝑝𝑏 2○ ↑ ‖

0 −→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −→ 𝑋 −→ 𝐴 −→ 0
‖ ↓ 1○ ↓ 𝑞𝑎

0 −→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −→ 𝐶
⨁︀

𝐷 −→ 𝐴
⨁︀

𝐴 −→ 0

其中 1○和 2○分别为拉回和推出，而每一行都为正合列（从后面的命题14、15、16得
到），0 −→ 𝐵 −→ 𝑌 −→ 𝐴 −→ 0记为𝜉 * 𝜂，从而𝜉 * 𝜂 ∈ 𝑇 (𝐴,𝐵)，定义[𝜉] + [𝜂] =
[𝜉 * 𝜂]。

E(A,B)在运算+下为Abel群，需验证

(1) 运算合理性：当[𝜉1] = [𝜉2], [𝜂1] = [𝜂2]时，有[𝜉1 * 𝜂1] = [𝜉2 * 𝜂2]；

(2) 存在单位元：存在[𝑒] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)使得任意[𝜉] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵), [𝜉] + [𝑒] = [𝑒] + [𝜉] = [𝜉]；

(3) 存在逆元：对任意[𝜉] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)存在[𝜉] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，使得[𝜉]+[𝜂] = [𝜂]+[𝜉] = [𝑒]；

(4) 结合律：对任意[𝜉], [𝜂], [𝜁] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，有([𝜉] + [𝜂]) + [𝜁] = [𝜉] + ([𝜂] + [𝜁])；

(5) 交换律：对任意[𝜉], [𝜂] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵), [𝜉] + [𝜂] = [𝜂] + [𝜉]。
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第2章 常用命题

命命命题题题 1 设𝒞是一个准加法范畴，𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑜𝑏𝒞下列条件等价：

(1) C是A与B的积；

(2) C是A与B的余积；

(3) 存在态射𝑝1 : 𝐶 −→ 𝐴, 𝑝2 : 𝐶 −→ 𝐵, 𝑞1 : 𝐴 −→ 𝐶, 𝑞2 : 𝐵 −→ 𝐶 满足

𝑝1𝑞1 = 1𝐴, 𝑝2𝑞2 = 1𝐵; 𝑞1𝑝1 + 𝑞2𝑝2 = 1𝐶

证证证明明明 见文献[1]。 �

附附附注注注 1 𝑝1, 𝑝2实际上为射影，𝑞1, 𝑞2为余射影。从积、余积的万有性质以及上述命
题可知，对任意𝑓1 : 𝐴1 → 𝐵1, 𝑓2 : 𝐴2 → 𝐵2，存在唯一𝑓1

⨁︀
𝑓2 : 𝐴1

⨁︀
𝐴2 → 𝐵1

⨁︀
𝐵2

使得交换图成立：𝑖 = 1, 2

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑝𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝′𝑖 𝑞𝑖

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮𝑞′𝑖
𝐴𝑖 −−−→

𝑓𝑖
𝐵𝑖 𝐴𝑖 −−−→

𝑓𝑖
𝐵𝑖

且容易知道𝑓1
⨁︀

𝑓2为单（满）射⇔ 𝑓1, 𝑓2为单（满）射。命题对多个对象时也成立。

命命命题题题 2 设𝒞是一个准加法范畴，𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 −→ 𝐵𝑖, 𝑔𝑖 : 𝐵𝑖 −→ 𝐶𝑖(𝑖 = 1, 2)则有：

(1) (𝑔1
⨁︀

𝑔2)(𝑓1
⨁︀

𝑓2) = (𝑔1𝑓1)
⨁︀

(𝑔2𝑓2)

(2) 1𝐴1

⨁︀
1𝐴2 = 1𝐴1

⨁︀
𝐴2

证证证明明明 先证(1)，由命题1知有以下交换图：

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑔1
⨁︀
𝑔2−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑝𝑎𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝𝑏𝑖 ⎮⎮⌄𝑝𝑐𝑖
𝐴𝑖 −−−→

𝑓𝑖
𝐵𝑖 −−−→

𝑔𝑖
𝐶𝑖

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑔1𝑓1
⨁︀
𝑔2𝑓2−−−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑝𝑎𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝𝑐𝑖
𝐴𝑖 −−−→

𝑔𝑖𝑓𝑖
𝐶𝑖

则对𝑖 = 1, 2有：

𝑝𝑐𝑖((𝑓1
⨁︁

𝑓2)(𝑔1
⨁︁

𝑔2)) = 𝑔𝑖𝑝𝑏𝑖(𝑓1
⨁︁

𝑓2) = 𝑔𝑖𝑓𝑖𝑝𝑎𝑖

𝑝𝑐𝑖(𝑔1𝑓1
⨁︁

𝑔2𝑓2) = 𝑔𝑖𝑓𝑖𝑝𝑎𝑖
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从而由射影的集体单性质可得：(𝑔1
⨁︀

𝑔2)(𝑓1
⨁︀

𝑓2) = (𝑔1𝑓1)
⨁︀

(𝑔2𝑓2)。关于(2)，有交
换图：

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑖𝑑𝐴1

⨁︀
𝑖𝑑𝐴2−−−−−−−→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑝𝑎𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝𝑎𝑖
𝐴𝑖 −−−→

𝑖𝑑𝐴𝑖

𝐴𝑖

对𝑖 = 1, 2有

𝑝𝑎𝑖(𝑖𝑑𝐴1

⨁︁
𝑖𝑑𝐴2) = 𝑖𝑑𝐴𝑖

𝑝𝑎𝑖 = 𝑝𝑎𝑖

𝑝𝑎𝑖(𝑖𝑑𝐴1
⨁︀
𝐴2) = 𝑝𝑎𝑖

从而由射影的集体单性质可得𝑖𝑑𝐴1

⨁︀
𝑖𝑑𝐴2 = 𝑖𝑑𝐴1

⨁︀
𝐴2。 �

推推推论论论 1 准加法范畴𝒞中，有交换图：𝑖 = 1, 2

𝑋
𝑓𝑖−−−→ 𝐶

ℎ𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑘𝑖
𝐵 −−−→

𝑔𝑖
𝐴

则可得到交换图：

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

ℎ1
⨁︀
ℎ2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑘1 ⨁︀ 𝑘2

𝐶1

⨁︀
𝐶2 −−−−→

𝑔1
⨁︀
𝑔2

𝐷1

⨁︀
𝐷2

推推推论论论 2 准加法范畴𝒞中，𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖, (𝑖 = 1, 2)为同构，则𝑓1
⨁︀

𝑓2为同构，
且(𝑓1

⨁︀
𝑓2)

−1 = 𝑓−1
1

⨁︀
𝑓−1
2

命命命题题题 3 准加法范畴𝒞中，有拉回方形𝑖 = 1, 2

𝑋𝑖

−
𝑓 𝑖−−−→ 𝐶𝑖

−
𝑔 𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑔𝑖
𝐵𝑖 −−−→

𝑓𝑖
𝐴𝑖

则有拉回方形

𝑋1

⨁︀
𝑋2

−
𝑓 1

⨁︀−
𝑓 2−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

−
𝑔1

⨁︀−
𝑔2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑔1 ⨁︀ 𝑔2

𝐵1

⨁︀
𝐵2 −−−−→

𝑓1
⨁︀
𝑓2

𝐴1

⨁︀
𝐴2
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证证证明明明 交换性从推论1可得，主要证万有性质。
若𝑠 : 𝑌 → 𝐵1

⨁︀
𝐵2，及𝑡 : 𝑌 → 𝐶1

⨁︀
𝐶2有(𝑓1

⨁︀
𝑓2)𝑠 = (𝑔1

⨁︀
𝑔2)𝑡，下证存在唯一态

射ℎ : 𝑌 → 𝑋1

⨁︀
𝑋2，使得下列交换图成立：(𝑖 = 1, 2)

𝑌

𝑠

��

𝑡

((
ℎ
$$

𝑋1

⨁︀
𝑋2

−
𝑔1

⨁︀−
𝑔2

��

−
𝑓 1

⨁︀−
𝑓 2// 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑔1
⨁︀
𝑔2

��

𝑝𝑐𝑖 // 𝐶𝑖

𝑔𝑖

��

𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑝𝑏𝑖
��

𝑓1
⨁︀
𝑓2// 𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑝𝑎𝑖

$$
𝐵𝑖 𝑓𝑖

// 𝐴𝑖

由(𝑓1
⨁︀

𝑓2)𝑠 = (𝑔1
⨁︀

𝑔2)𝑡，则𝑝𝑎𝑖(𝑓1
⨁︀

𝑓2)𝑠 = 𝑝𝑎𝑖(𝑔1
⨁︀

𝑔2)𝑡，即有𝑓𝑖(𝑝𝑏𝑖𝑠) = 𝑔𝑖(𝑝𝑐𝑖𝑡)，
而由拉回方形的万有性质，则存在唯一的态射ℎ𝑖 : 𝑌 → 𝑋𝑖使得有下面交换图成立：

𝑌

𝑝𝑏𝑖𝑠

��

𝑝𝑐𝑖𝑡

##
ℎ𝑖
  
𝑋𝑖

−
𝑔 𝑖
��

−
𝑓 𝑖 // 𝐶𝑖

𝑔𝑖
��

𝐵𝑖 𝑓𝑖
// 𝐴𝑖

即有𝑝𝑏𝑖𝑠 =
−
𝑔𝑖ℎ𝑖和𝑝𝑐𝑖𝑡 =

−
𝑓 𝑖ℎ𝑖成立。而从𝑋1

⨁︀
𝑋2的万有性质，则存在唯一的态射ℎ :

𝑌 → 𝑋1

⨁︀
𝑋2使得有下面交换图：

𝑋1

⨁︀
𝑋2

𝑝𝑥1

zz

𝑝𝑥2

$$
𝑋1 𝑋2

𝑌
ℎ1

ee

ℎ2

99ℎ

OO

下证所得ℎ满足条件，即有𝑠 = (
−
𝑔1

⨁︀ −
𝑔2)ℎ和𝑡 = (

−
𝑓 1

⨁︀ −
𝑓 2)ℎ。从交换图：

𝑋1

⨁︀
𝑋2

−
𝑔1

⨁︀−
𝑔2−−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2𝑋1

⨁︀
𝑋2

−
𝑓 1

⨁︀−
𝑓 2−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑝𝑥𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝𝑏𝑖 𝑝𝑥𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑝𝑐𝑖
𝑋𝑖 −−−→

−
𝑔 𝑖

𝐵𝑖 𝑋𝑖 −−−→
−
𝑓 𝑖

𝐶𝑖

有(𝑖 = 1, 2)

𝑝𝑏𝑖 =
−
𝑔𝑖ℎ𝑖 =

−
𝑔𝑖𝑝𝑥𝑖ℎ = 𝑝𝑏𝑖(

−
𝑔1

⨁︁ −
𝑔2)ℎ

𝑝𝑐𝑖 =
−
𝑓 𝑖ℎ𝑖 =

−
𝑓 𝑖𝑝𝑥𝑖ℎ = 𝑝𝑐𝑖(

−
𝑓 1

⨁︁ −
𝑓 2)ℎ

7



关于E(A,B)为Abel群的证明

从而由射影的集体单性质可得

𝑠 = (
−
𝑔1

⨁︁ −
𝑔2)ℎ

𝑡 = (
−
𝑓 1

⨁︁ −
𝑓 2)ℎ

从而命题得证。 �
对偶地，有

命命命题题题 4 准加法范畴𝒞中，有推出方形𝑖 = 1, 2

𝐴𝑖
𝑓𝑖−−−→ 𝐵𝑖

𝑔𝑖

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄−
𝑔 𝑖

𝐶𝑖 −−−→
−
𝑓 𝑖

𝑌𝑖

则有推出方形

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄−
𝑔1

⨁︀−
𝑔2

𝐶1

⨁︀
𝐶2 −−−−−→

−
𝑓 1

⨁︀−
𝑓 2

𝑌1
⨁︀

𝑌2

�

特别的，当有其中一个拉回方形是平凡时，即对任意的态射ℎ : 𝐷 → 𝐸有拉回方
形，同时也是推出方形

𝐷
ℎ−−−→ 𝐸

𝑖𝑑𝐷

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑖𝑑𝐸
𝐷 −−−→

ℎ
𝐸

有相应结论。

命命命题题题 5 准加法范畴𝒞中，交换图：

𝑋2

=
𝑓−−−→ 𝐷

−
ℎ

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ℎ
𝑋1

−
𝑓−−−→ 𝐶

−
𝑔

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑔
𝐵 −−−→

𝑓
𝐴

其中两个小方形为拉回方形，则大方形：

𝑋2

=
𝑓−−−→ 𝐷

−
𝑔
−
ℎ

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑔ℎ
𝐵 −−−→

𝑓
𝐴

8



关于E(A,B)为Abel群的证明

为拉回方形。

证证证明明明 首先由拉回方形的交换性

ℎ
=

𝑓 =
−
𝑓
−
ℎ

𝑔
−
𝑓 = 𝑓

−
𝑔

可得𝑓
−
𝑔
−
ℎ = 𝑔

−
𝑓
−
ℎ = 𝑔ℎ

=

𝑓，即大方形的交换性成立，下面证明万有性质。
若有态射𝑠 : 𝑌 → 𝐵, 𝑡 : 𝑌 → 𝐷使得：𝑓𝑠 = 𝑔ℎ𝑡，下证∃1 𝐻 : 𝑌 → 𝑋2使得下面交换图
成立：

𝑌

𝑠

��

𝑡

##
𝐻
  
𝑋2

=
𝑓 //

−
𝑔
−
ℎ
��

𝑋

𝑔ℎ
��

𝐵
𝑓
// 𝐴

而由下面小方形为拉回方形可得存在唯一的态射𝐺 : 𝑌 → 𝑋1使得：𝑠 =
−
𝑔𝐺, ℎ𝑡 =

−
𝑓𝐺，再用上面小方形为拉回方形，存在唯一的态射𝐻 : 𝑌 → 𝑋2使得𝐺 =

−
ℎ𝐻, 𝑡 =

=

𝑓𝐻，从而𝑠 =
−
𝑔
−
ℎ𝐻, 𝑡 =

=

𝑓𝐻，从而命题成立。

𝑌
𝑡

##
𝐻
  

𝐺

��
𝑠

��

𝑋2

=
𝑓 //

−
ℎ
��

𝐷

ℎ
��

𝑋1

−
𝑓 //

−
𝑔
��

𝐶

𝑔

��
𝐵

𝑓 // 𝐴

�
对偶地，有

命命命题题题 6 准加法范畴𝒞中，交换图：

𝐴
𝑓−−−→ 𝐷

𝑔

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄−
𝑔

𝐶
−
𝑓−−−→ 𝑌1

ℎ

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄−
ℎ

𝐷 −−−→
=
𝑓

𝑌2

9



关于E(A,B)为Abel群的证明

其中两个小方形为推出方形，则大方形：

𝐴
𝑓−−−→ 𝐷

ℎ𝑔

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄−
ℎ
−
𝑔

𝐵 −−−→
=
𝑓

𝑌2

为推出方形。 �

为了方便叙述，我们称态射𝑠1 : (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3是自然的，是

指有下面交换图成立：

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑝′′1

tt

𝑠1

��

𝑝′′2

��

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑝1

zz

𝑝2

$$
𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑝′1

ll
𝑝′2

gg

𝑝′3

77

{︃
𝑝1𝑝

′′
1 = 𝑝′1𝑠1

𝑝2𝑝
′′
1 = 𝑝′2𝑠1

𝑝′′2 = 𝑝′3𝑠1

和
(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑠1

��

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑞′′1
44

𝐴1

𝑞1
::

𝑞′1 ,,

𝐴2

𝑞2

dd

𝑞′2

''

𝐴3

𝑞′′2

^^

𝑞′3ww
𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3{︃

𝑞′1 = 𝑠1𝑞
′′
1𝑞1

𝑞′2 = 𝑠1𝑞
′′
1𝑞2

𝑞′3 = 𝑠1𝑞
′′
2

同样地，可定义态射𝑠2 : 𝐴1

⨁︀
(𝐴2

⨁︀
𝐴3)→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3的自然性。

命命命题题题 7 加法范畴𝒞中，对任意𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ 𝑜𝑏(𝒞)，存在唯一的态射𝑠1 : (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3 →

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3同构，且自然。

10



关于E(A,B)为Abel群的证明

证证证明明明 由积的定义，可以得到下面交换图：

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑝′′1

tt

𝑠1

��

𝑝′′2

��

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑝1

zz
𝑝2

))
𝐴1 𝐴2 𝐴3

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑝′1

ll

𝑝′2

bb

𝑝′3

77

𝑡1

LL

ℎ

ii

由于𝐴1

⨁︀
𝐴2为积，则存在唯一的态射ℎ : 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2使得𝑝

′
1 = 𝑝1ℎ, 𝑝

′
2 =

𝑝2ℎ。存在唯一的态射𝑡1 : 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3 → (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3使得：ℎ = 𝑝′′1𝑡1, 𝑝

′
3 =

𝑝′′2𝑡1。从而有 {︃
𝑝′1 = 𝑝1𝑝

′′
1𝑡1

𝑝′2 = 𝑝2𝑝
′′
1𝑡1

𝑝′3 = 𝑝′′2𝑡1

而由𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3为积，则存在唯一的态射 𝑠1 : (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3使

得 {︃
𝑝1𝑝

′′
1 = 𝑝′1𝑠1

𝑝2𝑝
′′
1 = 𝑝′2𝑠1

𝑝′′2 = 𝑝′3𝑠1

从而可得𝑝′𝑖 = 𝑝′𝑖𝑠1𝑡1 (𝑖 = 1, 2, 3)，而射影为集体单可得𝑠1𝑡1 = 𝑖𝑑𝐴1
⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3。

再由余积的定义，可以得到下面交换图：

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑠′1

��

𝐴1

⨁︀
𝐴2

ℎ′

��

𝑞′′1
44

𝐴1

𝑞1
::

𝑞′1 ,,

𝐴2

𝑞2

^^

𝑞′2
))

𝐴3

𝑞′′2

^^

𝑞′3ww
𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑡′1

LL

由𝐴1

⨁︀
𝐴2为余积，则存在唯一的态射 ℎ′ : 𝐴1

⨁︀
𝐴2 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3使得𝑞

′
1 =

ℎ′𝑞1, 𝑞
′
2 = ℎ𝑞2。由(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3为余积，则存在唯一的态射 𝑠′1 : (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3 →

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3使得ℎ

′ = 𝑠1𝑞
′′
1 , 𝑞3 = 𝑠1𝑞

′′
2从而有{︃
𝑞′1 = 𝑠′1𝑞

′′
1𝑞1

𝑞′2 = 𝑠′1𝑞
′′
1𝑞2

𝑞′3 = 𝑠′1𝑞
′′
2

由𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3为余积，则存在唯一的态射𝑡

′
1 : 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3 → (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3使

得 {︃
𝑞′′1𝑞1 = 𝑡′1𝑞

′
1

𝑞′′1𝑞2 = 𝑡′1𝑞
′
2

𝑞′′2 = 𝑡′1𝑞
′
3

11



关于E(A,B)为Abel群的证明

从而有

𝑠1 =
3∑︁
𝑖=1

𝑞′𝑖𝑝
′
𝑖𝑠1

= (𝑠′1𝑞
′′
1𝑞1)(𝑝1𝑝

′′
1) + (𝑠′1𝑞

′′
1𝑞2)(𝑝2𝑝

′′
1) + (𝑠′1𝑞

′′
2)𝑝

′′
2

= 𝑠′1[𝑞
′′
1(𝑞1𝑝1 + 𝑞2𝑝2)𝑝

′′
1 + 𝑞′′2𝑝

′′
2]

= 𝑠′1

同理，有

𝑡′1 = 𝑡′1

3∑︁
𝑖=1

𝑞′𝑖𝑝
′
𝑖

= (𝑞′′1𝑞1)(𝑝1𝑝
′′
1𝑡1) + (𝑞′′1𝑞2)(𝑝2𝑝

′′
1𝑡1) + 𝑞′′2(𝑝

′′
2𝑡1)

= [𝑞′′1(𝑞1𝑝1 + 𝑞2𝑝2)𝑝
′′
1 + 𝑞′′2𝑝

′′
2]𝑡1

= 𝑡1

则可得

𝑡′1𝑠1 = 𝑡′1(
3∑︁
𝑖=1

𝑞′𝑖𝑝
′
𝑖)𝑠1

= (𝑞′′1𝑞1)(𝑝1𝑝
′′
1) + (𝑞′′1𝑞2)(𝑝2𝑝

′′
1) + 𝑞′′2𝑝

′′
2

= 𝑖𝑑(𝐴1
⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

即𝑡1𝑠1 = 𝑖𝑑(𝐴1
⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3，从而𝑠1为同构。 �

同样地，有

命命命题题题 8 加法范畴𝒞中，对任意𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ 𝑜𝑏(𝒞)，存在唯一的态射𝑠2 : 𝐴1

⨁︀
(𝐴2

⨁︀
𝐴3)→

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3同构，且自然。

命命命题题题 9 加法范畴𝒞中，𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖,则有交换图：

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

(𝑓1
⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3−−−−−−−−→ (𝐵1

⨁︀
𝐵2)

⨁︀
𝐵3

𝑠1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑠′1
𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3 −−−−−−−→

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3

𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

其中
𝑠1 : (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑠′1 : (𝐵1

⨁︀
𝐵2)

⨁︀
𝐵3 → 𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3
。

证证证明明明 𝑖 = 1, 2时，可以得到下面交换图：

𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2 //

𝑝𝑎𝑖

��

𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑝𝑏𝑖

��

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑝′′𝑎1
66

𝑠1

��

(𝑓1
⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3 // (𝐵1

⨁︀
𝐵2)

⨁︀
𝐵3

𝑠′1

��

𝑝′′𝑏1
66

𝐴𝑖
𝑓𝑖 // 𝐵𝑖

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3

//

𝑝′𝑎𝑖

66

𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

𝑝′𝑏𝑖

66

12



关于E(A,B)为Abel群的证明

则有

𝑝′𝑏𝑖(𝑓1
⨁︁

𝑓2
⨁︁

𝑓3)𝑠1 = 𝑓𝑖𝑝
′
𝑎𝑖𝑠1

= 𝑓𝑖𝑝𝑎𝑖𝑝
′′
𝑎1

= 𝑝𝑏𝑖(𝑓1
⨁︁

𝑓2)𝑝
′′
𝑎1

= 𝑝𝑏𝑖𝑝
′′
𝑏1[(𝑓1

⨁︁
𝑓2)

⨁︁
𝑓3]

= 𝑝′𝑏𝑖𝑠
′
1[(𝑓1

⨁︁
𝑓2)

⨁︁
𝑓3]

𝑖 = 3时，可以得到下面交换图：

(𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

𝑠1

{{

(𝑓1
⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3 //

𝑝′′𝑎2

))

(𝐵1

⨁︀
𝐵2)

⨁︀
𝐵3

𝑠′1

{{

𝑝′′𝑏2

''
𝐴3

𝑓3 // 𝐵3

𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3

//

𝑝′𝑎3

22

𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

𝑝′𝑏3

22

𝑝′𝑏3(𝑓1
⨁︁

𝑓2
⨁︁

𝑓3)𝑠1 = 𝑓3𝑝
′
𝑎3𝑠1

= 𝑓3𝑝
′′
𝑎2

= 𝑝′′𝑏2[(𝑓1
⨁︁

𝑓2)
⨁︁

𝑓3]

= 𝑝′𝑏𝑖𝑠
′
1[(𝑓1

⨁︁
𝑓2)

⨁︁
𝑓3]

从而由射影的集体单性质可得：(𝑓1
⨁︀

𝑓2
⨁︀

𝑓3)𝑠1 = 𝑠′1[(𝑓1
⨁︀

𝑓2)
⨁︀

𝑓3]，即命题成
立。 �
类似地可以得到

命命命题题题 10 加法范畴𝒞中，𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖,则有交换图：

𝐴1

⨁︀
(𝐴2

⨁︀
𝐴3)

𝑓1
⨁︀

(𝑓2
⨁︀
𝑓3)−−−−−−−−→ 𝐵1

⨁︀
(𝐵2

⨁︀
𝐵3)

𝑠2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑠′2
𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3 −−−−−−−→

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3

𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

其中
𝑠2 : 𝐴1

⨁︀
(𝐴2

⨁︀
𝐴3)→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑠′2 : 𝐵1

⨁︀
(𝐵2

⨁︀
𝐵3)→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3
为自然同构。

命命命题题题 11 (五项引理)
Abel范畴𝒞中的图表：

𝐴1
𝑓1−−−→ 𝐴2

𝑓2−−−→ 𝐴3
𝑓3−−−→ 𝐴4

𝑓4−−−→ 𝐴5⎮⎮⌄ℎ1 ⎮⎮⌄ℎ2 ⎮⎮⌄ℎ3 ⎮⎮⌄ℎ4 ⎮⎮⌄ℎ5
𝐵1

𝑔1−−−→ 𝐵2
𝑔2−−−→ 𝐵3

𝑔3−−−→ 𝐵4
𝑔4−−−→ 𝐵5

若该图表是交换的并且上下两个横行都是正合的，则

13



关于E(A,B)为Abel群的证明

(1) 如果ℎ2, ℎ4是单态射，ℎ1是满态射，则ℎ3是单态射。

(2) 如果ℎ2, ℎ4是满态射，ℎ5是单态射，则ℎ3是满态射。

(3) 如果ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4, ℎ5均是同构，则ℎ3是同构。

证证证明明明 见文献[1] �

命命命题题题 12 Abel范畴𝒞中的一个拉回（推出）方形：

𝐴
𝑓−−−→ 𝐵

𝑔

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ℎ
𝐶 −−−→

𝑘
𝐷

若k是满（单）态射，则f是满（单）态射，且该方形是一个推出（拉回）方形。

证证证明明明 见文献[1] �

由于单态射族保持拉回，满态射族保持推出（基本性质），从而可知，Able范畴
中拉回和推出保持态射的单性和满性。

命命命题题题 13 Abel范畴𝒞中，有正合列：

0 −−−→ 𝐴
𝑓−−−→ 𝐵

𝑔−−−→ 𝐶 −−−→ 0

和拉回方形：

𝐵′ 𝑔−−−→ 𝐶 ′

ℎ

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ℎ
𝐵 −−−→

𝑔
𝐶

则存在唯一的态射𝑘 : 𝐴→ 𝐵′s.t.下图为正合列同态：

0 −−−→ 𝐴
𝑘−−−→ 𝐵′ 𝑔−−−→ 𝐶 ′ −−−→ 0⃦⃦⃦

ℎ

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ℎ
0 −−−→ 𝐴

𝑓−−−→ 𝐵
𝑔−−−→ 𝐶 −−−→ 0

证证证明明明 见文献[2] �
对偶地，有

命命命题题题 14 Abel范畴𝒞中，有正合列：

0 −−−→ 𝐴
𝑓−−−→ 𝐵

𝑔−−−→ 𝐶 −−−→ 0

和推出方形：

𝐴′ 𝑓−−−→ 𝐵′

ℎ

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮ℎ
𝐴 −−−→

𝑓
𝐵

14



关于E(A,B)为Abel群的证明

则存在唯一的态射𝑘 : 𝐵′ → 𝐶 ′使得下图为正合列同态：

0 −−−→ 𝐴
𝑓−−−→ 𝐵′ 𝑘−−−→ 𝐶 ′ −−−→ 0

ℎ

⌃⎮⎮ ℎ

⌃⎮⎮ ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐴

𝑓−−−→ 𝐵
𝑔−−−→ 𝐶 −−−→ 0

命命命题题题 15 Abel范畴𝒞中，有正合列

0 −−−→ 𝐴𝑖
𝑓𝑖−−−→ 𝐵𝑖

𝑔𝑖−−−→ 𝐶𝑖 −−−→ 0(𝑖 = 1, 2)

则有正合列

0 −−−→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑓1
⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑔1
⨁︀
𝑔2−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2 −−−→ 0

证证证明明明 由𝑓1, 𝑓2为单态射，𝑔1, 𝑔2为满态射，可得：𝑓1
⨁︀

𝑓2为单态射，𝑔1
⨁︀

𝑔2为满
态射，从而只需证𝑓1

⨁︀
𝑓2 = 𝑘𝑒𝑟(𝑔1

⨁︀
𝑔2)即可。看下图：

𝑃

ℎ
��

−
ℎ

xx

ℎ𝑖

��

0 // 𝐴1

⨁︀
𝐴2

𝑝𝑎𝑖

��

𝑓1
⨁︀
𝑓2// 𝐵1

⨁︀
𝐵2

𝑝𝑏𝑖
��

𝑔1
⨁︀
𝑔2// 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑝𝑐𝑖

��

// 0

0 // 𝐴𝑖
𝑓𝑖 // 𝐵𝑖

𝑔𝑖 // 𝐶𝑖 // 0

首先证(𝑔1
⨁︀

𝑔2)(𝑓1
⨁︀

𝑓2) = 0。当i=1,2时，有

𝑝𝑐𝑖(𝑔1
⨁︀

𝑔2)(𝑓1
⨁︀

𝑓2) = 𝑔𝑖𝑝𝑏𝑖(𝑓1
⨁︀

𝑓2)
= (𝑔𝑖𝑓𝑖)𝑝𝑎𝑖
= 0

则(𝑔1
⨁︀

𝑔2)(𝑓1
⨁︀

𝑓2) = 0。
下面证万有性质，设ℎ : 𝑃 → 𝐵1

⨁︀
𝐵2使得：(𝑔1

⨁︀
𝑔2)ℎ = 0，则有𝑝𝑐𝑖(𝑔1

⨁︀
𝑔2)ℎ =

𝑔𝑖(𝑝𝑏𝑖ℎ) = 0，且由𝑓𝑖 = 𝑘𝑒𝑟(𝑔𝑖)可得存在唯一的态射ℎ𝑖 : 𝑃 → 𝐴𝑖使得𝑓𝑖ℎ𝑖 = 𝑝𝑏𝑖ℎ。而由

于𝐴1

⨁︀
𝐴2为积，则存在唯一的态射

−
ℎ : 𝑃 → 𝐴1

⨁︀
𝐴2使得ℎ𝑖 = 𝑝𝑖

−
ℎ。从而对𝑖 = 1, 2有

𝑝𝑏𝑖(𝑓1
⨁︁

𝑓2)
−
ℎ = 𝑓𝑖𝑝𝑎𝑖

−
ℎ = 𝑓𝑖ℎ𝑖 = 𝑝𝑏𝑖ℎ

则可得(𝑓1
⨁︀

𝑓2)
−
ℎ = ℎ，从而𝑓1

⨁︀
𝑓2 = 𝑘𝑒𝑟(𝑔1

⨁︀
𝑔2)。

综上所述，命题成立。 �

推推推论论论 3 Abel范畴𝒞中，有正合列：(𝑖 = 1, 2, 3)

0 −−−→ 𝐴𝑖
𝑓𝑖−−−→ 𝐵𝑖

𝑔𝑖−−−→ 𝐶𝑖 −−−→ 0

则

0 −−−→ (𝐴1

⨁︀
𝐴2)

⨁︀
𝐴3

(𝑓1
⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3−−−−−−−−→ (𝐵1

⨁︀
𝐵2)

⨁︀
𝐵3

(𝑔1
⨁︀
𝑔2)

⨁︀
𝑔3−−−−−−−−→ (𝐶1

⨁︀
𝐶2)

⨁︀
𝐶3 −−−→ 0⎮⎮⌄𝑠1 ⎮⎮⌄𝑠′1 ⎮⎮⌄𝑠′′1

0 −−−→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3−−−−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⨁︀
𝑔3−−−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3 −−−→ 0
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关于E(A,B)为Abel群的证明

和

0 −−−→ 𝐴1

⨁︀
(𝐴2

⨁︀
𝐴3)

𝑓1
⨁︀

(𝑓2
⨁︀
𝑓3)−−−−−−−−→ 𝐵1

⨁︀
(𝐵2

⨁︀
𝐵3)

𝑔1
⨁︀

(𝑔2
⨁︀
𝑔3)−−−−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
(𝐶2

⨁︀
𝐶3) −−−→ 0⎮⎮⌄𝑠2 ⎮⎮⌄𝑠′2 ⎮⎮⌄𝑠′′2

0 −−−→ 𝐴1

⨁︀
𝐴2

⨁︀
𝐴3

𝑓1
⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3−−−−−−−→ 𝐵1

⨁︀
𝐵2

⨁︀
𝐵3

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⨁︀
𝑔3−−−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3 −−−→ 0

都为同构，其中𝑠1, 𝑠
′
1, 𝑠

′′
1, 𝑠2, 𝑠

′
2, 𝑠

′′
2都为自然同构。

第3章 证明

3.1 运算的良定义与交换性

引引引理理理 1 Abel范畴𝒞中，若有正合列同构：

0 −−−→ 𝐴1 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝐶
⨁︀

𝐶 −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇2 ⎮⎮⌄𝑠
0 −−−→ 𝐴2 −−−→ 𝐵2 −−−→

∼
𝐶
⨁︀

𝐶 −−−→ 0

其中𝐶
⨁︀

𝐶 和
∼

𝐶
⨁︀

𝐶都是𝐶,𝐶的直和，且
∼
𝑞𝑐 = 𝑠𝑞𝑐，则由𝑞𝑐,

∼
𝑞𝑐拉回产生的正合列，存

在唯一的态射𝐺 : 𝑋1 → 𝑋2 使得有正合列同构：

0 −−−→ 𝐴1 −−−→ 𝑋1 −−−→ 𝐶 −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝐺 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐴2 −−−→ 𝑋2 −−−→ 𝐶 −−−→ 0

证证证明明明 看下图：

0 // 𝐴1
ℎ1 // 𝑋1

−
𝑔1 //

−
𝑞 𝑐
��

𝐺

��

𝐶

𝑞𝑐
��

// 0

0 // 𝐴1

𝑇1
��

𝑓1 // 𝐵1
𝑔1 //

𝑇2
��

𝐶
⨁︀

𝐶 //

𝑠

��

0

0 // 𝐴2
𝑓2 // 𝐵2

𝑔2 // 𝐶
⨁︀

𝐶 // 0

0 // 𝐴2
ℎ2 // 𝑋2

−
∼
𝑞 𝑐

OO

−
𝑔2 // 𝐶 //

∼
𝑞 𝑐

OO

0

取𝑖𝑑𝑐，则𝑠𝑞𝑐 =
∼
𝑞𝑐𝑖𝑑𝑐 =

∼
𝑞𝑐。

对态射𝑇2
−
𝑞𝑐 : 𝑋 → 𝐵2，由于(𝑋2,

−
𝑔2,

−
∼
𝑞𝑐)为拉回，𝑔2𝑇2

−
𝑞𝑐 = 𝑔1

−
𝑞𝑐 = 𝑞𝑐

−
𝑔1，则存在唯一

的态射𝐺 : 𝑋1 → 𝑋2使得

𝑇2
−
𝑞𝑐 =

−
∼
𝑞𝑐𝐺

−
𝑔1 =

−
𝑔2𝐺
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且有
−
∼
𝑞𝑐ℎ2𝑇1 = 𝑓2𝑇1 = 𝑇2𝑓1 = 𝑇2

−
𝑞𝑐

−
ℎ1 =

−
∼
𝑞𝑐𝐺ℎ1

而
−
∼
𝑞𝑐为单态射，则有ℎ2𝑇1 = 𝐺ℎ1。从五项引理，且𝑇, 𝑖𝑑𝑐为同构，可知𝐺为同构。从

而命题得证。 �

对偶地，有

引引引理理理 2 Abel范畴𝒞中，若有正合列同构：
0 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝐶1 −−−→ 0

𝑠′

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇1 ⎮⎮⌄𝑇2
0 −−−→

∼
𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 𝐵2 −−−→ 𝐶2 −−−→ 0

其中𝐴
⨁︀

𝐴 和
∼

𝐴
⨁︀

𝐴都是A,A的直和，且𝑝𝑎 =
∼
𝑝𝑎𝑠

′，则由𝑝𝑎,
∼
𝑝𝑎推出产生的正合列，

存在唯一的态射𝐻 : 𝑌1 → 𝑌2 使得有正合列同构：

0 −−−→ 𝐴 −−−→ 𝑌1 −−−→ 𝐶1 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⎮⎮⌄𝑇2
0 −−−→ 𝐴 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐶2 −−−→ 0

附附附注注注 2 在引理1中，𝑞𝑐 = 𝑞1 + 𝑞2,
∼
𝑞𝑐 =

∼
𝑞1 +

∼
𝑞2，而𝑞1, 𝑞2为C到直和𝐶

⨁︀
𝐶的余

射影，
∼
𝑞1,

∼
𝑞2为C到

∼
𝐶
⨁︀

𝐶的余射影；而在引理2中，𝑝𝑎 = 𝑝1 + 𝑝2,
∼
𝑝𝑎 =

∼
𝑝1 +

∼
𝑝2，

而𝑝1, 𝑝2为直和𝐴
⨁︀

𝐴到C的余射影，
∼
𝑝1,

∼
𝑝2为

∼
𝐴
⨁︀

𝐴到A的射影。

定定定理理理 1 Abel范畴𝒞中，𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2 ∈ 𝑇 (𝐴,𝐵)，其中𝜉1 ∼ 𝜉2, 𝜂1 ∼ 𝜂2, 𝑖 = 1, 2

𝜉𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶𝑖 −→ 𝐴 −→ 0

𝜂𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐷𝑖 −→ 𝐴 −→ 0

则𝜉1 * 𝜂1 ∼ 𝜉2 * 𝜂2。

证证证明明明 Abel范畴中，对正合列：𝑖 = 1, 2

0 −−−→ 𝐵
𝑓𝑖−−−→ 𝐶𝑖

𝑔𝑖−−−→ 𝐴 −−−→ 0

可取到𝑠, 𝑠′, 𝑠′′ 使得有下面的正合列同构：（证明是自然的）

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 0

𝑠

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑠′ ⎮⎮⌄𝑠′′
0 −−−→

∼
𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→
∼

𝐶1

⨁︀
𝐶2 −−−→

∼
𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

且𝑠, 𝑠′′保持引理1,2的条件，从而先用𝑞𝑎,
∼
𝑞𝑎拉回得到同构：

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝑋1 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝑠

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝐺 ⃦⃦⃦
0 −−−→

∼
𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝑋2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0
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再用𝑝𝑏,
∼
𝑝𝑏拉回得到同构：

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌1 −−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

从而保证在T(A,B)中，做“*”时，不管取哪个直和，得到的结果在E(A,B)是一致
的。那么在E(A,B)中的两个元素[𝜉], [𝜂]，对𝜉, 𝜂进行*时，我们可以使相同对象的直和
固定，不影响在E(A,B)中的结果。
对[𝜉1] = [𝜉2], [𝜂1] = [𝜂2] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，其中：𝑖 = 1, 2

𝜉𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶𝑖 −→ 𝐴 −→ 0

𝜂𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐷𝑖 −→ 𝐴 −→ 0

则有同构：

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐷1 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄ ⃦⃦⃦

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶2

⨁︀
𝐷2 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 0

则先用𝑞𝑎拉回，再用𝑝𝑏推出，由引理1,2可得到同构：
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌1 −−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

�

由此可知在𝐸(𝐴,𝐵)定义的运算是良定义的。

定定定理理理 2 （交换性）Abel范畴𝒞中，[𝜉], [𝜂] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，则[𝜉] + [𝜂] = [𝜂] + [𝜉]。

证证证明明明 对[𝜉], [𝜂] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，设：

𝜉 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓1−−−→ 𝐶

𝑔1−−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝜂 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓2−−−→ 𝐷

𝑔2−−−→ 𝐴 −−−→ 0

则存在𝑠𝑎, 𝑠𝑏, 𝑠使得有同构：

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓1

⨁︀
𝑓2−−−−→ 𝐶

⨁︀
𝐷

𝑔1
⨁︀
𝑔2−−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 0

𝑠𝑏

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑠 ⎮⎮⌄𝑠𝑎
0 −−−→ 𝐵

⨁︀
𝐵

𝑓2
⨁︀
𝑓1−−−−→ 𝐷

⨁︀
𝐶

𝑔2
⨁︀
𝑔1−−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴 −−−→ 0

且
∼
𝑞𝑎 = 𝑠𝑎𝑞𝑎, 𝑝𝑏 =

∼
𝑝𝑏𝑠𝑏

𝐴
⨁︀

𝐴

𝑠𝑎

��

𝐵
⨁︀

𝐵
𝑝𝑏1

{{
𝑠𝑏

��

𝑝𝑏2

##
𝐴

𝑞𝑎1
;;

∼
𝑞𝑎1 ##

𝐴

𝑞𝑎2
cc

∼
𝑞𝑎2{{

𝐵 𝐵

𝐴
⨁︀

𝐴 𝐵
⨁︀

𝐵

∼
𝑝𝑏1

cc

∼
𝑝𝑏2

;;

18
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则从而利用引理1,2可得到[𝜂 * 𝜉] = [𝜉 * 𝜂]，即[𝜂]+ [𝜉] = [𝜉]+ [𝜂]。从而交换性得证。�

3.2 单位元

定定定理理理 3 Abel范畴𝒞中，𝑒 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐴
⨁︀

𝐵 −→ 𝐴 −→ 0正合，且对任意[𝜂] ∈
𝐸(𝐴,𝐵),有[𝑒] + [𝜂] = [𝜂] + [𝑒] = [𝜂],即[𝑒]是单位元。

证证证明明明 由交换性质，只需证明：[𝜂] + [𝑒] = [𝜂]即可。令

𝜂 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓−−−→ 𝐶

𝑔−−−→ 𝐴 −−−→ 0

看下图，其中(𝑋,
−
𝑔,

−
𝑞𝑎)为拉回，(𝑌,

∼
ℎ1,

−
𝑝𝑏)为推出：

0 // 𝐵
𝑓 // 𝐶

𝑔 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵
∼
ℎ1 // 𝑌

𝐺

OO

ℎ2 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
ℎ1 //

𝑝𝑏

OO

𝑋

−
𝑝𝑏

OO

−
𝑔 //

−
𝑞𝑎
��

𝑘

>>

𝐴

𝑞𝑎

��

// 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓
⨁︀
𝑞2 //

𝑝𝑏1
%%𝑝𝑏2

��

𝐶
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐵
𝑔
⨁︀
𝑝1 //

𝑝′1

%%

𝑝′2

��

𝐴
⨁︀

𝐴 //

𝑝𝑎1

##

0

𝐵
𝑓 // 𝐶

𝑔 // 𝐴

𝐵 𝑞2
// 𝐴

⨁︀
𝐵

𝑝2
yy

𝐵
𝑓

>>

从而可知

𝜂 * 𝑒 : 0 −−−→ 𝐵
∼
ℎ1−−−→ 𝑌

ℎ2−−−→ 𝐴 −−−→ 0

令𝑘 = 𝑝′1
−
𝑞𝑎 + 𝑓𝑝2𝑝

′
2

−
𝑞𝑎，则有

𝑘ℎ1 = 𝑝′1
−
𝑞𝑎ℎ1 + 𝑓𝑝2𝑝

′
2

−
𝑞𝑎ℎ1

= 𝑝′1(𝑓
⨁︀

𝑞2) + 𝑓𝑝2𝑝
′
2(𝑓

⨁︀ −
𝑞′)

= 𝑓𝑝𝑏1 + 𝑓𝑝2𝑞2𝑝𝑏2
= 𝑓𝑝𝑏1 + 𝑓𝑝𝑏2
= 𝑓𝑝𝑏

由(𝑌,
∼
ℎ1,

−
𝑝𝑏)为推出，则存在唯一的态射𝐺 : 𝑌 → 𝐶使得

𝑓 = 𝐺
∼
ℎ1

𝑘 = 𝑝′1
−
𝑞𝑎 + 𝑓𝑝2𝑝

′
2

−
𝑞𝑎 = 𝐺

−
𝑝𝑏
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下面证𝑔𝐺 = ℎ2。从

𝑔𝐺𝑝𝑏 = 𝑔𝑘
= 𝑔(𝑝′1𝑞𝑎 + 𝑓𝑝2𝑝

′
2𝑞𝑎)

= 𝑔𝑝′1𝑞𝑎 + (𝑔𝑓)𝑝2𝑝
′
2𝑞𝑎

= 𝑔𝑝′1𝑞𝑎
= 𝑝𝑎1(𝑔

⨁︀
𝑝1)𝑞𝑎

= 𝑝𝑎1𝑞𝑎𝑔
= 𝑖𝑑𝐴𝑔
= 𝑔
= ℎ2𝑝𝑏

且𝑝𝑏为满态射可知𝑝𝑏也为满态射，从而𝑔𝐺 = ℎ2，由此可知(𝑖𝑑𝑏, 𝐺, 𝑖𝑑𝑎)为正合列的同
态，也为同构，从而[𝜂 * 𝑒] = [𝜂]，即[𝜂] + [𝑒] = [𝜂]，命题成立。 �

3.3 逆元

定定定理理理 4 Abel范畴𝒞中，𝜉, 𝜂正合列，且

𝜉 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓−−−→ 𝐶

𝑔−−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝜂 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓−−−→ 𝐶

−𝑔−−−→ 𝐴 −−−→ 0

则[𝜉] + [𝜂] = [𝜂] + [𝜉] = [𝑒]，从而可知[𝜂] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)为元素[𝜉]的逆元。

证证证明明明

𝜉 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓−−−→ 𝐶

𝑔−−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝜂 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓−−−→ 𝐶

−𝑔−−−→ 𝐴 −−−→ 0

由𝑘𝑒𝑟(𝑔) = 𝑘𝑒𝑟(−𝑔)可知：若𝜉正合，则𝜂正合。看下图：

0 −−−→ 𝐵
𝑞2−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐵

𝑝1−−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝑝𝑏

⌃⎮⎮ 𝑔
⨁︀
𝑖𝑑𝑏

⌃⎮⎮ ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵

⨁︀
𝐵

𝜙−−−→ 𝐶
⨁︀

𝐵
𝑔𝑝′2−−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝑡 ⎮⎮⌄𝑞𝑎

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓
⨁︀
𝑓−−−→ 𝐶

⨁︀
𝐶

𝑔
⨁︀

(−𝑔)−−−−−→ 𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

其中𝑝′2 : 𝐶
⨁︀

𝐵 → 𝐵为射影。

1.下面先证存在𝑡 : 𝐶
⨁︀

𝐵 → 𝐶
⨁︀

𝐶使得(𝐶
⨁︀

𝐵, 𝑔𝑝′2, 𝑡)为拉回。看下图：

𝐶
⨁︀

𝐵

𝑠

��

𝐶
⨁︀

𝐶
𝑝𝑐1

{{

𝑝𝑐2

##
𝐶

𝑞′1
;;

−𝑖𝑑𝑐 ##

𝐵

𝑞′2
cc

𝑓
{{

𝐶 𝐶

𝐶 𝐶
⨁︀

𝐵
𝑝′1

cc

𝑠

;;𝑡

OO
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由于𝐶
⨁︀

𝐵,𝐶
⨁︀

𝐶既是积也是余积，从而存在唯一的态射𝑠 : 𝐶
⨁︀

𝐵 → 𝐶使得−𝑖𝑑𝑐 =
𝑠𝑞′1, 𝑓 = 𝑠𝑞′2，也存在唯一的态射𝑡 : 𝐶

⨁︀
𝐵 → 𝐶

⨁︀
𝐶使得𝑝′1 = 𝑝𝑐1𝑡, 𝑠 = 𝑝𝑐2𝑡。

对交换性，看下图：

𝐶
⨁︀

𝐵
𝑔𝑝′1 //

𝑡
��

𝐴

𝑞𝑎

��
𝐶
⨁︀

𝐶
𝑔
⨁︀

(−𝑔) //

𝑝𝑐2

��

𝑝𝑐1
##

𝐴
⨁︀

𝐴

𝑝𝑎2

��

𝑝𝑎1

##
𝐶 𝑔

// 𝐴

𝐶 −𝑔
// 𝐴

而有
𝑝𝑎1(𝑔

⨁︁
(−𝑔))𝑡 = 𝑔𝑝𝑏1𝑡 = 𝑔𝑝′1

𝑝𝑎1𝑞𝑎𝑔𝑝
′
1 = 𝑝𝑎1𝑞𝑎1𝑔𝑝

′
1 = 𝑔𝑝′1

𝑝𝑎1(𝑔
⨁︁

(−𝑔))𝑡 = 𝑔𝑝𝑏1𝑡 = 𝑔𝑝′1

𝑝𝑎1𝑞𝑎𝑔𝑝
′
1 = 𝑝𝑎2𝑞𝑎2𝑔𝑝

′
1 = 𝑔𝑝′1

−𝑔𝑠 = 𝑔𝑠(𝑞′1𝑝
′
1 + 𝑞′2𝑝

′
2) = −𝑔(−𝑖𝑑𝑐𝑝′1 + 𝑓𝑝′2) = 𝑔𝑝′1

从而可得(𝑔
⨁︀

(−𝑔))𝑡 = 𝑞𝑎𝑔𝑝
′
1，即交换性成立。

对万有性质，设𝑟1 : 𝑋 → 𝐶
⨁︀

𝐶, 𝑟2 : 𝑋 → 𝐴使得(𝑔
⨁︀

(−𝑔))𝑟1 = 𝑞𝑎𝑟2，看下图：

𝑋

𝑘

��

ℎ

((

𝑟2

((

𝑟1

''

𝐶
⨁︀

𝐵
𝑔𝑝′1 //

𝑡
��

𝐴

𝑞𝑎

��
𝐶
⨁︀

𝐶
𝑔
⨁︀

(−𝑔) //

𝑝𝑐

��

𝑝𝑐1
##

𝐴
⨁︀

𝐴

𝑝−𝑎 =𝑝𝑎1−𝑝𝑎2

��

𝑝𝑎1

##
𝐶

𝑔 // 𝐴

𝐵
𝑓 // 𝐶

𝑔 // 𝐴

先证𝑔𝑝𝑐 = 𝑝−𝑎 (𝑔
⨁︀

(−𝑔)), 𝑝−𝑎 𝑞𝑎 = 0，

𝑝−𝑎 (𝑔
⨁︀

(−𝑔)) = 𝑝𝑎1(𝑔
⨁︀

(−𝑔))− 𝑝𝑎2(𝑔
⨁︀

(−𝑔))
= 𝑔𝑝𝑐1 − (−𝑔)𝑝𝑐2
= 𝑔(𝑝𝑐1 + 𝑝𝑐2)
= 𝑔𝑝𝑐

𝑝−𝑎 𝑞 (𝑝𝑎1 − 𝑝𝑎2)(𝑞𝑎1 + 𝑞𝑎2)
= 𝑝𝑎1𝑞𝑎1 − 𝑝𝑎2𝑞𝑎2
= 𝑖𝑑𝑎 − 𝑖𝑑𝑎
= 0
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则𝑔𝑝𝑐𝑟1 = 𝑝−𝑎 (𝑔
⨁︀

(−𝑔)), 𝑝−𝑎 𝑟1 = 𝑝−𝑎 𝑞𝑎𝑟2 = 0。而𝑓 = 𝑘𝑒𝑟(𝑔)，则存在唯一的态射𝑘 :
𝑋 → 𝐵使得𝑝𝑐𝑟1 = 𝑓𝑘。
从𝐶

⨁︀
𝐵为积，则存在唯一的态射ℎ : 𝑋 → 𝐶

⨁︀
𝐵使得下面交换图成立：

𝐶
⨁︀

𝐵
𝑝′1

{{

𝑝′2

##
𝐶 𝐵

𝑋

𝑝𝑐1𝑟1

cc

𝑘

;;ℎ

OO

从
𝑝𝑐1𝑡ℎ = 𝑝′1ℎ = 𝑝𝑐1𝑟1

𝑝𝑐2𝑡ℎ = 𝑠ℎ
= 𝑠(𝑞′1𝑝

′
1 + 𝑞′2𝑝

′
2)ℎ

= −𝑖𝑑𝑐𝑝′1ℎ+ 𝑓𝑝′2ℎ
= −𝑝𝑐1𝑟1 + 𝑓𝑘
= −𝑝𝑐1𝑟1 + 𝑝𝑐𝑟1
= 𝑝𝑐2𝑟1

可知𝑡ℎ = 𝑟1，而
𝑟2 = 𝑝𝑎1𝑞𝑎𝑟2

= 𝑝𝑎1(𝑔
⨁︀

(−𝑔))𝑟1
= 𝑔𝑝𝑐1𝑟1
= 𝑔𝑝′1ℎ

即得到𝑟1 = 𝑡ℎ, 𝑟2 = 𝑔𝑝′1ℎ。
综上所述，(𝐶

⨁︀
𝐵, 𝑔𝑝′2, 𝑡)为拉回。

2.下面证存在𝜙 : 𝐵
⨁︀

𝐵 → 𝐶
⨁︀

𝐵使得(𝑖𝑑𝐵⨁︀
𝐵, 𝑡, 𝑞𝑎)为正合列的同态，且使

得(𝐴
⨁︀

𝐵, 𝑞2, 𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)为推出。看下图：

𝐶
⨁︀

𝐵
𝑝′1

{{

𝑝′2

##

𝐵
⨁︀

𝐵

𝜙

��

𝐶 𝐵 𝐵

𝑞𝑏1
;;

𝜓 ##

𝐵

𝑞𝑏2
cc

𝑞′2{{
𝐵

𝑓

cc

𝑖𝑑𝑏

;;𝜓

OO

𝐶
⨁︀

𝐵

由于𝐶
⨁︀

𝐵,𝐵
⨁︀

𝐵既是积也是余积，从而存在唯一的态射𝜓 : 𝐵 → 𝐶
⨁︀

𝐵使得𝑓 =
𝑝′1𝜓, 𝑖𝑑𝑏 = 𝑝′2𝜓，也存在唯一的态射𝜙 : 𝐵

⨁︀
𝐵 → 𝐶

⨁︀
𝐵使得𝜓 = 𝜙𝑞𝑏1, 𝑞

′
2 = 𝜙𝑝𝑏2。

(a)先证(𝑖𝑑𝐵⨁︀
𝐵, 𝑡, 𝑞𝑎)是正合列的同态，由于𝑡为单态射，且(𝐶

⨁︀
𝐵, 𝑔𝑝′2, 𝑡)为拉

回，所以只需证明𝑡𝜙 = 𝑓
⨁︀

𝑓即可。看下图：

𝐵 𝑞𝑏1
//

𝜓

''
𝑓

��
𝑓

%%

𝐵
⨁︀

𝐵

𝑓
⨁︀
𝑓

##

𝑝𝑏1

ww
𝑝𝑏2

((

𝜙

��

𝐵
𝑞′2

ww

𝑞𝑏2
oo

𝑓

zz

𝐶 𝐶
⨁︀

𝐵

𝑡
��

𝑝′1oo

𝑝′1

ww

𝑠

''

𝑝′2 // 𝐵

𝑓

��
𝐶 𝐶

⨁︀
𝐶𝑝𝑐1

oo
𝑝𝑐2

// 𝐶
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有
𝑝′1𝜙𝑞𝑏1 = 𝑝′1𝜓 = 𝑓 = 𝑓𝑝𝑏1𝑞𝑏1

𝑝′1𝜙𝑞𝑏2 = 𝑝′1𝑞
′
2 = 0 = 𝑓𝑝𝑏1𝑞𝑏2

𝑠𝜙𝑞𝑏1 = 𝑠𝜓 = 𝑠(𝑞′1𝑝
′
1 + 𝑞′2𝑝

′
2)𝜓 = −𝑖𝑑𝑐𝑓 + 𝑓𝑖𝑑𝑏 = 0 = 𝑓𝑝𝑏2𝑞𝑏1

𝑠𝜙𝑞𝑏2 = 𝑠𝑞′2 = 𝑓 = 𝑓𝑖𝑑𝑏 = 𝑓𝑝𝑏1𝑞𝑏2

有𝑝′1𝜙 = 𝑓𝑝𝑏2, 𝑠𝜙 = 𝑓𝑝𝑏2，则有

𝑝𝑐1𝑡𝜙 = 𝑝′1𝜙 = 𝑓𝑝𝑏1 = 𝑝𝑐1(𝑓
⨁︁

𝑓)

𝑝𝑐2𝑡𝜙 = 𝑠𝜙 = 𝑓𝑝𝑏2 = 𝑝𝑐2(𝑓
⨁︁

𝑓)

从而𝑡𝜙 = 𝑓
⨁︀

𝑓，(𝑖𝑑𝐵⨁︀
𝐵, 𝑡, 𝑞𝑎)是正合列的同态。

(b)下面证(𝐴
⨁︀

𝐵, 𝑞2, 𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)为推出。先证交换性，即(𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)𝜙 = 𝑞2𝑝𝑏。看下
图：

𝐴 𝐴
⨁︀

𝐵
𝑝1oo 𝑝2 // 𝐵

𝐶

𝑔

OO

𝐶
⨁︀

𝐵

𝑔
⨁︀
𝑖𝑑𝑏

OO

𝑝′1oo
𝑝′2 // 𝐵

𝐵

𝑓

OO
𝜓

77

𝑞𝑏1 // 𝐵
⨁︀

𝐵

𝜙

OO

𝑝𝑏1

gg

𝑝𝑏2

66 𝐵

𝑞′2
gg

𝑞𝑏2oo

𝑝′2𝜙𝑞𝑏1 = 𝑝′2𝜓 = 𝑖𝑑𝑏 = 𝑝𝑏1𝑞𝑏1 = 𝑝𝑏𝑞𝑏1

𝑝′2𝜙𝑞𝑏2 = 𝑝′2𝑞
′
2 = 𝑖𝑑𝑏 = 𝑝𝑏2𝑞𝑏2 = 𝑝𝑏𝑞𝑏2

有𝑝′2𝜙 = 𝑝𝑏，则有

𝑝1(𝑔
⨁︁

𝑖𝑑𝑏)𝜙 = 𝑔𝑝′1𝜙 = 𝑔𝑓𝑝𝑏1 = 0 = 𝑝1𝑞2𝑝𝑏

𝑝2(𝑔
⨁︁

𝑖𝑑𝑏)𝜙 = 𝑝′2𝜙 = 𝑝𝑏 = 𝑝2𝑞2𝑝𝑏

从而有(𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)𝜙 = 𝑞2𝑝𝑏，即交换性成立。再证万有性质，设𝑟1 : 𝐵 → 𝑌, 𝑟2 :
𝐶
⨁︀

𝐵 → 𝑌使得𝑝𝑏𝑟1 = 𝑟2𝜙，看下图：

𝑌

0 // 𝐵

𝑟1
//

𝑞2 // 𝐴
⨁︀

𝐵

ℎ

;;

𝑝1 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵

𝑝𝑏

OO

𝜙 // 𝐶
⨁︀

𝐵

𝑔
⨁︀
𝑖𝑑𝑏

OO 𝑟2

LL

𝑔𝑝′1 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵

𝑞−𝑏 =𝑞𝑏1−𝑞𝑏2

OO

𝑓 // 𝐶

𝑞′1

OO

𝑔 // 𝐴 //

𝑘

WW

0

从𝜓, 𝜙满足的等式，容易得到

𝑝′1𝜙𝑞
−
𝑏 = 𝑝′2(𝑞𝑏1 − 𝑞𝑏2) = 𝑝′2(𝜓 − 𝑞′2) = 𝑓 = 𝑝′1𝑞

′
1𝑓

23



关于E(A,B)为Abel群的证明

𝑝′2𝜙𝑞
−
𝑏 = 𝑝′2(𝑞𝑏1 − 𝑞𝑏2) = 𝑝′2(𝜓 − 𝑞′2) = 𝑖𝑑𝑏 − 𝑖𝑑𝑏 = 0 = 𝑝′2𝑞

′
1𝑓

则有𝜙𝑞−𝑏 = 𝑞′1𝑓，而且𝑔𝑝
′
1𝑞

′
1 = 𝑔，从而(𝑞−𝑏 , 𝑞

′
1, 𝑖𝑑𝑎)是正合列的同态。另一方面，由

于𝑐𝑜𝑘𝑒𝑟(𝑓) = 𝑔，且有

𝑟2𝑞
′
1𝑓 = 𝑟2𝜙𝑞

−
𝑏

= 𝑟1𝑝𝑏𝑞
−
𝑏

= 𝑟1(𝑝𝑏1 + 𝑝𝑏2)(𝑞𝑏1 − 𝑞𝑏2)
= 𝑟1(𝑖𝑑𝑏 − 𝑖𝑑𝑏)
= 0

则存在唯一的态射𝑘 : 𝐴 → 𝑌使得𝑟2𝑞
′
1 = 𝑘𝑔。由于𝐴

⨁︀
𝐵为余积，则存在唯一的态

射ℎ : 𝐴
⨁︀

𝐵 → 𝑌使得有交换图：

𝐴
⨁︀

𝐵

ℎ

��

𝐴

𝑘 ##

𝑞1
;;

𝐵

𝑟1
{{

𝑞2
cc

𝑌

𝑘 = ℎ𝑞1

𝑟1 = ℎ𝑞2

从而只需证明𝑟2 = ℎ(𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)即可得到(𝐴
⨁︀

𝐵, 𝑞2, 𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)为推出。由于有下图成
立：

𝐶
𝑔 //

𝑞′1
��

𝐴

𝑞1
��

𝐶
⨁︀

𝐵
𝑔
⨁︀
𝑖𝑑𝑏 // 𝐴

⨁︀
𝐵

𝐵
𝑖𝑑𝑏 //

𝑞′2

OO

𝐵

𝑞2

OO

则有 {︂
ℎ(𝑔

⨁︀
𝑖𝑑𝑏)𝑞

′
1 = ℎ𝑞1𝑔 = 𝑘𝑔 = 𝑟2𝑞

′
1

ℎ(𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)𝑞
′
2 = ℎ𝑞2 = 𝑟1 = 𝑟1𝑝𝑏𝑞𝑏2 = 𝑟2𝜙𝑞𝑏 = 𝑟2𝑞

′
2

从而，𝑟2 = ℎ(𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)，(𝐴
⨁︀

𝐵, 𝑞2, 𝑔
⨁︀

𝑖𝑑𝑏)为推出。
从而可得[𝑒] = [𝜉 * 𝜂]，即[𝜉] + [𝜂] = [𝑒]，且由交换性可知命题成立。 �

3.4 结合律

引引引理理理 3 Abel范畴𝒞中，𝜉 : 0 −→ 𝐴 −→ 𝐵 −→ 𝐶 −→ 0，ℎ : 𝐷 → 𝐶为单态射，𝑘 :
𝐴 → 𝐸为满态射，则𝜉先用ℎ拉回再用𝑘推出可产生正合列：𝜂1 : 0 −→ 𝐸 −→ 𝑌 −→
𝐷 −→ 0，而𝜉 先用𝑘推出再用𝑘拉回可产生正合列𝜂2 : 0 −→ 𝐸 −→ 𝑋 −→ 𝐷 −→ 0，
且存在𝐺 : 𝑌 → 𝑋使得有同构：

0 −−−→ 𝐸 −−−→ 𝑌 −−−→ 𝐷 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐺 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐸 −−−→ 𝑋 −−−→ 𝐷 −−−→ 0
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证证证明明明 看下图：

0 // 𝐸
−
𝑡 // 𝑌1

𝑣 //

𝐺

��

𝐷 // 0

0 // 𝐴

𝑘

OO

𝑡 // 𝑋1

−
𝑘

OO

𝐻

��

−
𝑔 //

−
ℎ��

ℎ
��

// 0

0 // 𝐴
𝑓 //

𝑘
��

𝐵
𝑔 //

∼
𝑘
��

𝐶 // 0

0 // 𝐸
∼
𝑓 // 𝑌2

𝑠 // 𝐶 // 0

0 // 𝐸 𝑤 // 𝑋2

∼
𝑠 //

∼
ℎ

OO

// 𝐷

ℎ

OO

// 0

有
∼
𝑘
−
ℎ : 𝑋1 → 𝑌2,

−
𝑔 : 𝑋1 → 𝐷，由于(𝑋2,

∼
ℎ,

∼
𝑠)为拉回，且

𝑠
∼
𝑘
−
ℎ = 𝑔

−
ℎ = ℎ

−
𝑔

则存在唯一的态射𝐻 : 𝑋1 → 𝑋2使得

∼
ℎ𝐻 =

∼
𝑘
−
ℎ

∼
𝑠𝐻 =

−
𝑔

对𝐻 : 𝑋1 → 𝑋2, 𝑤 : 𝐸 → 𝑋2，由于(𝑌1,
−
𝑘,

−
𝑡)为推出，且

∼
ℎ𝐻𝑡 =

∼
𝑘
−
ℎ𝑡 =

∼
𝑘𝑓 =

∼
𝑓𝑘 =

∼
ℎ𝑤𝑘

同时ℎ为单态射可知
∼
ℎ为单态射，从而𝐻𝑡 = 𝑤𝑘，则存在唯一的态射𝐺 : 𝑌1 → 𝑋2使得

𝐻 = 𝐺
−
𝑘

𝑤 = 𝐺
−
𝑡

下证(𝑖𝑑𝐸, 𝐺, 𝑖𝑑𝐷)为正合列的同态。由于𝑤 = 𝐺
−
𝑡，则只需证

∼
𝑠𝐺 = 𝑣。而

∼
𝑠𝐺

−
𝑘 =

∼
𝑠𝐻 =

−
𝑔 = 𝑣

−
𝑘

且𝑘为满态射可知
−
𝑘为满态射，则

∼
𝑠𝐺 = 𝑣，从而(𝑖𝑑𝐸, 𝐺, 𝑖𝑑𝐷)为同态，且𝑖𝑑𝐸, 𝑖𝑑𝐷为同

构可知(𝑖𝑑𝐸, 𝐺, 𝑖𝑑𝐷)为同构。 �

由此可知，对单态射ℎ和满态射𝑘作用于正合列顺序，得到的正合列为同一类。

引引引理理理 4 加法范畴𝒞中，任意𝐴 ∈ 𝑜𝑏(𝒞)，则有交换图：

(𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴
𝑠1−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴

(𝑞
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮∼
𝑞=

∼
𝑞 1+

∼
𝑞 2+

∼
𝑞 2

𝐴 𝐴
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(𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴
𝑠1−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴

𝑝(𝑝
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄∼
𝑝=

∼
𝑝1+

∼
𝑝2+

∼
𝑝2

𝐴 𝐴

证证证明明明 注意到对𝑖 = 1, 2, 3时都有̃︀𝑝𝑖̃︀𝑞 = 𝑖𝑑𝐴。看下图：𝑖 = 1, 2

𝐴
⨁︀

𝐴
𝑝𝑖−−−→ 𝐴

≈
𝑝1

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮̃︀𝑝𝑖
(𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴

𝑠1−−−→ 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴

(𝑞
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮̃︀𝑞= ̃︀𝑞1+ ̃︀𝑞2+ ̃︀𝑞3
𝐴 𝐴

𝐴
𝑞−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴

𝑝1

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮≈
𝑝1

𝐴
⨁︀

𝐴
𝑞
⨁︀
𝑖𝑑𝐴−−−−→ (𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴

𝑝2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄≈
𝑝2

𝐴 −−−→
𝑖𝑑𝐴

𝐴

当𝑖 = 1, 2时，有
∼
𝑝𝑖𝑠1(𝑞

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞 = 𝑝𝑖

≈
𝑝1(𝑞

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞

= 𝑝𝑖𝑞𝑝𝑖𝑞
= 𝑖𝑑𝐴
=

∼
𝑝𝑖

∼
𝑞

当𝑖 = 3时，有
∼
𝑝3𝑠1(𝑞

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞 =

≈
𝑝2(𝑞

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞

= 𝑝2𝑞
= 𝑖𝑑𝐴
=

∼
𝑝3

∼
𝑞

则由射影的集体单性质可知𝑠1(𝑞
⨁︀

𝑖𝑑𝐴)𝑞 =
∼
𝑞，即图交换。另一个方形，看下图：𝑖 =

1, 2

𝐴
⨁︀

𝐴
𝑞𝑖←−−− 𝐴

≈
𝑞 1

⎮⎮⌄ ⌃⎮⎮∼
𝑞 𝑖

(𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴
𝑠1−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴

𝑝(𝑝
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮∼
𝑝=

∼
𝑝1+

∼
𝑝2+

∼
𝑝3

𝐴 𝐴
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𝐴
⨁︀

𝐴
𝑝−−−→ 𝐴

≈
𝑞 1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑞1
(𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴

𝑝
⨁︀
𝑖𝑑𝐴−−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴

≈
𝑞 2

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮𝑞2
𝐴 −−−→

𝑖𝑑𝐴
𝐴

有
𝑝(𝑝

⨁︁
𝑖𝑑𝐴)

≈
𝑞1 = 𝑝𝑞1𝑝 = 𝑝

当𝑖 = 1, 2时，有
∼
𝑝𝑠1

≈
𝑞1𝑞𝑖 =

∼
𝑝
∼
𝑞 𝑖

= 𝑖𝑑𝐴
𝑝𝑞𝑖
𝑝(𝑝

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)

≈
𝑞1𝑞𝑖

则可得
∼
𝑝𝑠1

≈
𝑞1 = 𝑝(𝑝

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)

≈
𝑞1。

另一方面，有：
𝑝(𝑝

⨁︁
𝑖𝑑𝐴)

≈
𝑞2 = 𝑝𝑞1 = 𝑖𝑑𝐴

∼
𝑝𝑠1

≈
𝑞2 =

∼
𝑝
∼
𝑞3 = 𝑖𝑑𝐴

从而有𝑝(𝑝
⨁︀

𝑖𝑑𝐴) =
∼
𝑝𝑠1，即图交换。综上所述，引理成立。 �

同样地，有

引引引理理理 5 加法范畴𝒞中，∀𝐴 ∈ 𝑜𝑏(𝒞)，则有交换图

𝐴
⨁︀

(𝐴
⨁︀

𝐴)
𝑠2−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴

(𝑖𝑑𝐴
⨁︀
𝑞)𝑞

⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮∼
𝑞=

∼
𝑞 1+

∼
𝑞 2+

∼
𝑞 2

𝐴 𝐴

𝐴
⨁︀

(𝐴
⨁︀

𝐴)
𝑠2−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴

𝑝(𝑖𝑑𝐴
⨁︀
𝑝)

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄∼
𝑝=

∼
𝑝1+

∼
𝑝2+

∼
𝑝2

𝐴 𝐴

引引引理理理 6 Abel范畴𝒞中，有同构：

0 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝐶1 −−−→ (𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇2 ⎮⎮⌄𝑠1
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝐶2 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

其中𝑠1 : (𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴 → 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴为自然同构。对第一列用(𝑞𝑎
⨁︀

𝑖𝑑𝐴)𝑞𝑎 : 𝐴 →
(𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴拉回得到正合列：0 −→ 𝐵1 −→ 𝑋1 −→ 𝐴 −→ 0，第二列用

∼
𝑞𝑎 : 𝐴 →
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𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴，则存在态射𝐺 : 𝑋1 → 𝑋2使得有同构：

0 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝑋1 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝐺 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵2 −−−→ 𝑋2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

证证证明明明 看下图：

0 // 𝐵1
ℎ1 // 𝑋1

−
𝑡
��

𝐺

{{

−
𝑔1 // 𝐴 //

(𝑞
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞

��

0

0 // 𝐵1
𝑓1 //

𝑇1
��

𝐶1
𝑔1 //

𝑇2
��

(𝐴
⨁︀

𝐴)
⨁︀

𝐴 //

𝑠1
��

0

0 // 𝐵2
𝑓2 // 𝐶2

𝑔2 // 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴 // 0

0 // 𝐵2
ℎ2 // 𝑋2

−
𝑔2 //

−
∼
𝑞

OO

𝐴 //

∼
𝑞

OO

0

对
−
𝑔1 : 𝑋1 → 𝐴, 𝑇2

−
𝑡 : 𝑋1 → 𝐶2，由于(𝑋2,

−
𝑔2,

−
∼
𝑔)为拉回方形，且有

∼
𝑞

−
𝑔1 = 𝑠1(𝑞

⨁︁
𝑖𝑑𝐴)𝑞

−
𝑔1 = 𝑠1𝑔1

−
𝑡 = 𝑔2(𝑇2

−
𝑡)

则存在唯一的态射𝐺 : 𝑋1 → 𝑋2使得

−
𝑔1 =

−
𝑔2𝐺

𝑇2
−
𝑡 =

−
∼
𝑞𝐺

要证(𝑇1, 𝐺, 𝑖𝑑𝐴)为正合列的同态，且有
−
𝑔1 =

−
𝑔2𝐺，则只需证𝐺ℎ1 = ℎ2𝑇1即可。而

−
∼
𝑞𝐺ℎ1 = 𝑇2

−
𝑡ℎ1 = 𝑇2𝑓1 = 𝑓2𝑇1 =

−
∼
𝑞ℎ2𝑇1

且由
∼
𝑞为单态射可知

−
∼
𝑞，则有𝐺ℎ1 = ℎ2𝑇1，从而(𝑇1, 𝐺, 𝑖𝑑𝐴)为正合列的同态。从𝑇1, 𝑖𝑑𝐴为

同构，可得(𝑇1, 𝐺, 𝑖𝑑𝐴)为同构。 �

对偶地，有

引引引理理理 7 Abel范畴𝒞中，有同构：

0 −−−→ (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶1 −−−→ 𝐴1 −−−→ 0

𝑠′1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇1 ⎮⎮⌄𝑇2
0 −−−→ 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶2 −−−→ 𝐴2 −−−→ 0
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其中𝑠′1 : (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵 → 𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵为自然同构。对第一列用𝑝𝑏(𝑝𝑏
⨁︀

𝑖𝑑𝐵) : (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵 →
𝐵拉回得到正合列：0 −→ 𝐵 −→ 𝑌1 −→ 𝐴1 −→ 0；第二列用

∼
𝑝𝑏 : 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 → 𝐵，
则存在态射𝐻 : 𝑌1 → 𝑌2使得有同构：

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌1 −−−→ 𝐴1 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⎮⎮⌄𝑇1
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐴2 −−−→ 0

对𝐴
⨁︀

(𝐴
⨁︀

𝐴)也有相应结论

引引引理理理 8 Abel范畴𝒞中，有同构：
0 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝐶1 −−−→ 𝐴

⨁︀
(𝐴

⨁︀
𝐴) −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇2 ⎮⎮⌄𝑠2
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝐶2 −−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

其中𝑠2 : 𝐴
⨁︀

(𝐴
⨁︀

𝐴) → 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴为自然同构。对第一列用(𝑖𝑑𝐴
⨁︀

𝑞𝑎)𝑞𝑎 : 𝐴 →
(𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴拉回得到正合列：0 −→ 𝐵1 −→ 𝑋1 −→ 𝐴 −→ 0，第二列用

∼
𝑞𝑎 : 𝐴 →

𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴，则存在态射𝐺 : 𝑋1 → 𝑋2使得有同构：

0 −−−→ 𝐵1 −−−→ 𝑋1 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝑇1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝐺 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵2 −−−→ 𝑋2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0

引引引理理理 9 Abel范畴𝒞中，有同构：
0 −−−→ 𝐵

⨁︀
(𝐵

⨁︀
𝐵) −−−→ 𝐶1 −−−→ 𝐴1 −−−→ 0

𝑠′2

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝑇1 ⎮⎮⌄𝑇2
0 −−−→ 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 −−−→ 𝐶2 −−−→ 𝐴2 −−−→ 0

其中𝑠′2 : 𝐵
⨁︀

(𝐵
⨁︀

𝐵)→ 𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵为自然同构。对第一列用𝑝𝑏(𝑖𝑑𝐵
⨁︀

𝑝𝑏) : 𝐵
⨁︀

(𝐵
⨁︀

𝐵)→
𝐵拉回得到正合列：0 −→ 𝐵 −→ 𝑌1 −→ 𝐴1 −→ 0，第二列用

∼
𝑝𝑏 : 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 → 𝐵，
则存在态射𝐻 : 𝑌1 → 𝑌2使得有同构：

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌1 −−−→ 𝐴1 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⎮⎮⌄𝑇2
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐴2 −−−→ 0

引引引理理理 10 Abel范畴𝒞中，𝜉𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶𝑖 −→ 𝐴 −→ 0(𝑖 = 1, 2, 3)正合，(𝜉1 *
𝜉2)* 𝜉3得到正合列：0 −→ 𝐵 −→ 𝑌2 −→ 𝐴 −→ 0，而正合列：0 −→ 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 −→
𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3 −→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 −→ 0先用̃︀𝑞𝑎 : 𝐴 → 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴拉回；再用̃︀𝑝𝑏 :
𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵 → 𝐵得到正合列：0 −→ 𝐵 −→ 𝑌 −→ 𝐴 −→ 0，则𝐻 : 𝑌2 → 𝑌 使
得有同构：

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐻 ⃦⃦⃦
0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌 −−−→ 𝐴 −−−→ 0
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证证证明明明 对𝑖 = 1, 2, 3

𝜉𝑖 : 0 −−−→ 𝐵
𝑓𝑖−−−→ 𝐶𝑖

𝑔𝑖−−−→ 𝐴 −−−→ 0

𝜉1 * 𝜉2 :

0 // 𝐵
ℎ1 // 𝑌1

ℎ2 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵

𝑝𝑏

OO

ℎ1 // 𝑋1

𝑝𝑏

OO

𝑞𝑎
��

𝑔1
⨁︀
𝑔2 // 𝐴 //

𝑞𝑎

��

0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓1

⨁︀
𝑓2 // 𝐶1

⨁︀
𝐶2

𝑔1
⨁︀
𝑔2 // 𝐴

⨁︀
𝐴 // 0

其中(𝑋1, 𝑔1
⨁︀

𝑔2, 𝑞𝑎)为拉回，(𝑌1, ℎ1, 𝑝𝑏)为推出。
(𝜉1 * 𝜉2) * 𝜉3 :

0 // 𝐵
ℎ3 // 𝑌2

ℎ4 // 𝐴 // 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵

𝑝𝑏

OO

ℎ3 // 𝑋2

𝑝′𝑏

OO

𝑞′𝑎
��

ℎ2
⨁︀
𝑔3 // 𝐴 //

𝑞𝑎

��

0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
ℎ1

⨁︀
𝑓3 // 𝑌1

⨁︀
𝐶3

ℎ2
⨁︀
𝑔3 // 𝐴

⨁︀
𝐴 // 0

0 // (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵

𝑝𝑏
⨁︀
𝑖𝑑𝐵

OO

ℎ1
⨁︀
𝑓3 // 𝑋1

⨁︀
𝐶3

𝑝𝑏
⨁︀
𝑖𝑑𝐶3

OO

𝑞𝑎
⨁︀
𝑖𝑑𝐶3

��

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⨁︀
𝑔3 // 𝐴

⨁︀
𝐴 //

𝑞𝑎
⨁︀
𝑖𝑑𝐴

��

0

0 // (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵
(𝑓1

⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3// (𝐶1

⨁︀
𝐶2)

⨁︀
𝐶3

(𝑔1
⨁︀
𝑔2)

⨁︀
𝑔3 // (𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴 // 0

其中(𝑋2, ℎ2
⨁︀

𝑔3, 𝑞′𝑎)为拉回，(𝑌1, ℎ3, 𝑝′𝑏)为推出。

从命题3以及命题4可以得到方形(𝑋
⨁︀

𝐶3, 𝑔1
⨁︀

𝑔2
⨁︀

𝑔3, 𝑞𝑎
⨁︀

𝑖𝑑𝐶3)为拉回，而方
形(𝑌1

⨁︀
𝐶3, ℎ1

⨁︀
𝑓3, 𝑝𝑏

⨁︀
𝑖𝑑𝐵)为推出。从而，(𝜉1*𝜉2)*𝜉3是对正合列(𝜉1

⨁︀
𝜉2)

⨁︀
𝜉3先

用𝑞𝑎
⨁︀

𝑖𝑑𝐴拉回，接着用𝑝𝑏
⨁︀

𝑖𝑑𝐵推出，再用𝑞𝑎拉回，最后用𝑝𝑏推出得到。
由于𝑞𝑎是单态射，𝑝𝑏

⨁︀
𝑖𝑑𝐵是满态射，则由引理3，可知，先用𝑝𝑏

⨁︀
𝑖𝑑𝐵推出，再

用𝑞𝑎拉回，可以换为先用𝑞𝑎拉回，再用𝑝𝑏
⨁︀

𝑖𝑑𝐵 推出，在等价关系下得到的结果不
变。
另外，从引理4可知，先用𝑞𝑎

⨁︀
𝑖𝑑𝐴拉回，再用𝑞𝑎拉回，可以直接用(𝑞𝑎

⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞𝑎拉

回代替；从引理5可知，先用𝑝𝑏
⨁︀

𝑖𝑑𝐵推出，再用𝑝𝑏推出，可以直接用𝑝𝑏(𝑝𝑏
⨁︀

𝑖𝑑𝐵)推
出代替。从而(𝜉1 * 𝜉2) * 𝜉3 :

0 // 𝐵
ℎ3 // 𝑌2

ℎ4 // 𝐴 // 0

0 // (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵

𝑝𝑏(𝑝𝑏
⨁︀
𝑖𝑑𝐵)

OO

// 𝑋 ′
2

𝑣

OO

𝑟

��

𝑤 // 𝐴 //

(𝑞𝑎
⨁︀
𝑖𝑑𝐴)𝑞𝑎

��

0

0 // (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵
(𝑓1

⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3// (𝐶1

⨁︀
𝐶2)

⨁︀
𝐶3

(𝑔1
⨁︀
𝑔2)

⨁︀
𝑔3 // (𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴 // 0
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其中(𝑋 ′
2, 𝑤, 𝑟)为拉回，(𝑌2, ℎ3, 𝑣)为推出。再对𝜉1

⨁︀
𝜉2
⨁︀

𝜉3用̃︀𝑞𝑎拉回得到：
0 // 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 // 𝑋

̃︀𝑞𝑎
��

𝑔 // 𝐴 //

̃︀𝑞𝑎
��

0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓1

⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3 // 𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⨁︀
𝑔3 // 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 // 0

其中(𝑋, 𝑔, ̃︀𝑞𝑎)为拉回。
由推论3，有正合列的同构：

0 −−−→ (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵
(𝑓1

⨁︀
𝑓2)

⨁︀
𝑓3−−−−−−−−→ (𝐶1

⨁︀
𝐶2)

⨁︀
𝐶3

(𝑔1
⨁︀
𝑔2)

⨁︀
𝑔3−−−−−−−−→ (𝐴

⨁︀
𝐴)

⨁︀
𝐴 −−−→ 0⎮⎮⌄𝑠′1 ⎮⎮⌄𝑠′′1 ⎮⎮⌄𝑠1

0 −−−→ 𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵
𝑓1

⨁︀
𝑓2

⨁︀
𝑓3−−−−−−−→ 𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3

𝑔1
⨁︀
𝑔2

⨁︀
𝑔3−−−−−−−→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 −−−→ 0

则根据引理6可知存在态射𝐺 : 𝑋 ′
2 → 𝑋使得有下面正合列的同构：

0 // (𝐵
⨁︀

𝐵)
⨁︀

𝐵

𝑠′

��

// 𝑋 ′
2

𝐺
��

// 𝐴 // 0

0 // 𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵 // 𝑋 // 𝐴 // 0

接着用̃︀𝑝𝑏推出：
0 // 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 //

̃︀𝑝𝑏
��

𝑋

̃︀𝑝𝑏
��

// 𝐴 // 0

0 // 𝐵 ℎ // 𝑌 // 𝐴 // 0

其中(𝑌 , ̃︀𝑝𝑏, ℎ)为推出。则根据引理7可知存在唯一的态射𝐻 : 𝑌2 → 𝑌使得有下面正合
列的同构：

0 // 𝐵 // 𝑌2

𝐻
��

// 𝐴 // 0

0 // 𝐵 // 𝑌 // 𝐴 // 0

则引理成立。 �

同样得对𝜉1 * (𝜉2 * 𝜉3)也有
引引引理理理 11 Abel范畴𝒞中，𝜉𝑖 : 0 −→ 𝐵 −→ 𝐶𝑖 −→ 𝐴 −→ 0(𝑖 = 1, 2, 3)正合，𝜉1*(𝜉2*

𝜉3)得到正合列：0 −→ 𝐵 −→
*
𝑌 2 −→ 𝐴 −→ 0，而正合列：0 −→ 𝐵

⨁︀
𝐵
⨁︀

𝐵 −→
𝐶1

⨁︀
𝐶2

⨁︀
𝐶3 −→ 𝐴

⨁︀
𝐴
⨁︀

𝐴 −→ 0先用̃︀𝑞𝑎 : 𝐴 → 𝐴
⨁︀

𝐴
⨁︀

𝐴拉回；再用̃︀𝑝𝑏 :

𝐵
⨁︀

𝐵
⨁︀

𝐵 → 𝐵得到正合列：0 −→ 𝐵 −→ 𝑌 −→ 𝐴 −→ 0，则𝐹 :
*
𝑌 2 → 𝑌使

得有同构：

0 −−−→ 𝐵 −−−→
*
𝑌 2 −−−→ 𝐴 −−−→ 0⃦⃦⃦ ⎮⎮⌄𝐹 ⃦⃦⃦

0 −−−→ 𝐵 −−−→ 𝑌 −−−→ 𝐴 −−−→ 0
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由引理10,11可得

定定定理理理 5 （结合律）Abel范畴𝒞中，[𝜉1], [𝜉2]), [𝜉3] ∈ 𝐸(𝐴,𝐵)，则([𝜉1] + [𝜉2]) + [𝜉3] =
[𝜉1] + ([𝜉2] + [𝜉3])

至此从上面命题可以完成对E(A,B)为加法群的证明。

结结结论论论

文章给出了𝐸𝑥𝑡1的一般形式，与此类似的，也可以给出𝐸𝑥𝑡𝑛的一般构造，从而得
到𝐻𝑜𝑚函子的导函子，继而得到长正合列。
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了我关于范畴的基础知识，同时感谢一同上课的学长学姐，在学习过程中帮助我进
步。当然最后还是得感谢林亚南老师，他给了我这个课题，以及解决这个问题的想
法。
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