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厦门大学硕士学位论文

Monomial代代代数数数的的的重重重复复复代代代数数数和和和平平平凡凡凡扩扩扩张张张代代代数数数

摘摘摘 要要要

本文利用相应的底图和关系刻画monomial代数的重复代数和平凡扩张代

数,并用此给出monomial代数到其平凡扩张代数Loewy长度的公式. 全文共分为

五章.

第一章介绍了研究背景以及相关领域的发展动态，并介绍了本文的研究工

作.

第二章回顾了本文所需的预备知识. 首先介绍了基代数以及基代数和带关

系的箭图之间的联系,然后介绍了代数的重复代数的n−逼近代数和平凡扩张代
数,以及我们主要讨论的monomial代数. 证明了基代数的重复代数的n−逼近代
数和平凡扩张代数都是基代数.

第三章主要讨论monomial代数的重复代数的箭图刻画. 首先引进了局部最

长路和局部最长路空间的定义,进一步给出monomial代数重复代数的箭图刻画,

并给出其上的3种关系,从而得到monomial代数的重复代数的刻画.

第四章讨论了monomial代数的平凡扩张代数的箭图刻画以及相关结论.首

先由于重复代数和平凡扩张代数的相似性,我们可以类似给出monomial代数的

平凡扩张代数的箭图和关系的刻画,并进一步描述一个代数是monomial代数的

平凡扩张代数的充要条件以及还原所有对应的monomial代数.

第五章主要给出第三章和第四章中主要定理应用的一些例子以及有

关Lowey长度的应用.

关关关键键键词词词：：：重复代数;平凡扩张代数;底图; monomial代数; Loewy长度
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Doctoral Dissertation of Xiamen University

The Repetitive Algebras and the Trivial Extension
Algebras of Monomial Algebras

ABSTRACT

We describe the repetitive algebra and the trivial extension algebra of monomial

algebra by using the corresponding ordinary quivers and relations, and use these to

give the formula of Loewy length of monomial algebra to its trivial extension alge-

bra’s. And it includes five chapters.

In chapter one, we introduce the background and development of the related re-

searches, and the main results of this thesis.

In chapter two, we will review the required preliminary knowledge. At first, we

introduce the definition of basic algebras and the relationships between basic alge-

bras and the quivers with relations(or bound quiver algebras). Then we introduce

the n-approaching algebras of repetitive algebras, the trivial extension algebras and

the monomial algebras. We will prove that the n-approaching algebras of a basic al-

gebra’s repetitive algebra and the trivial extension algebra of a basic algebra are all

basic.

In chapter three, we will give a description of repetitive algebras of monomial

algebras in the ordinary quiver way. Firstly, we introduce the definitions of locally

maximum paths and locally maximum path spaces, then construct the ordinary quivers

and 3 relations of repetitive algebras of monomial algebras.

In chapter four, we will talk about the ordinary quivers of trivial extension al-

gebras of monomial algebras and other related conclusions. Firstly, because of the

similarity between the repetitive algebras and the trivial extension algebras, we can

give the quivers and relations of trivial extension algebras of monomial algebras in the

similar way, and then based on this, we give a sufficient and necessary condition for

trivial extension algebras of monomial algebras and a method to reconstruct all of its

corresponding monomial algebras.
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ABSTRACT

In chapter five, we give some applications of main theorems in chapter three and

chapter four in some examples and a result about the Lowey length.

Key Words: repetitive algebra; trivial extension algebra; ordinary quiver; monomial

algebra; Loewy length
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第第第一一一章章章 引引引 言言言

代数表示论是二十世纪中后期兴起的一个代数学的全新的研究领域,同时

也是目前代数中最具活力的前沿方向.它最初最基本的研究任务是刻画代数的

模范畴,但是随着研究的不断深入,它与群表示、李代数、代数几何等方向产生

了非常密切的联系.对数学以外的量子物理、化学等其他学科也有及其重要的

应用.

箭图和约束箭图、几乎可裂序列、AR-箭图、倾斜理论、覆盖理论等

等, 都是代数表示论经典的研究内容和工具, 其中箭图和约束箭图是最基本

的内容, 也是我们理解一个代数最直观的方法之一, 这是由于我们有范畴的

等价Rep(Q, I) ∼= Mod − KQ/I, 并且Gabriel首先证明了代数闭域上基代数总

同构于KQ/I 的形式, 而对任意有限维代数A, 存在基代数Ab使得有范畴等

价Mod − A ∼= Mod − Ab. 更进一步, Gabriel证明了有限表示型的遗传代数只

有Dynkin图Am(m ≥ 1)、Dn(n ≥ 4)、E6、E7、E8对应的路代数.

代数的重复代数(repetitive algebra)首先是由Hughes和Waschbüsch在[2]引进,

是一个自入射的无限维的三角矩阵代数, 它与代数的导出范畴(derived catego-

ry)相关, Happle在[3]中指出,如果代数A有有限的整体维数,那么其重复代数的

稳定(stable)的模范畴三角等价于A的导出范畴.另一方面,重复代数也是构造有

限维自入射代数一个方法, Skowroński和Yamagata在[8]中研究了一个自入射代

数是由重复代数作为Galois覆盖得到的充分条件.

代数的平凡扩张代数(trivial extension algebra)给出了一个构造新代数的方

法,从中我们也可以得到它们之间的关系.在这之前已经有一些文章研究了在某

些代数,特别是遗传(hereditary)代数及其平凡扩张的上的不可分解对象的联系,

例如Tachikawa在[9]中证明了如果代数A是遗传有限表示型代数,那么其平凡扩

张代数是有限表示型的. 另一方面,我们也想了解它们底图方面的联系,这也有

利于我们对平凡扩张有一个更好的理解. 平凡扩张代数是重复代数的商代数,实

际上,重复代数是平凡扩张的Galois覆盖,因此重复代数的刻画基本可以得到平

– 1 –



厦门大学硕士学位论文

凡扩张代数的刻画.

这篇文章主要就对一类代数,即monomial代数的重复代数和平凡扩张代数

的底图和关系进行刻画。

在本文中，A是代数闭域K上含单位元1的有限维基的(basic)代数, 根据

文献[1], 有K−代数同构A ∼= KQ/I , 这里Q = (Q0, Q1; s, t) 是A 对应的底

图(ordinary quiver),其顶点集Q0与A的完备的本原正交幂等元集{ei}ni=1一一对

应,而ei 到ej的箭头eiQ1ej与K−线性空间ei(radA/rad
2A)ej的一组基一一对应,

s, t : Q1 → Q0表示箭的源点和汇点, 而I是A对应的可容理想(admissible ideal),

是由Q中某些长度大于2的路之间关系生成的KQ的理想.我们用P表示箭图Q的

所有路组成的集合.

我们用DA表示A的K−对偶, 即DA = HomK(A,K), Â 表示A的重复代数,

TA表示A的平凡扩张, Q̃和Ĩ 分别表示TA对应的底图和可容理想.

我们知道代数KQ的一个可容理想I是monomial的, 如果I由一些长

度至少为2的路生成(允许这些路的集合是空集,即I = 0), 此时称代

数KQ/I是monomial代数.

在此基础上,我们引入了局部最长路的定义,并由此定义了Q̂, Î ,证明了

定理 1.1: 设A是K上的mononial代数,则Â ∼= KQ̂/Î.

类似地,平凡扩张有相应结论

定理 1.2: 设A是K上的mononial代数,则TA ∼= KQ̃/Ĩ.

进一步,我们完整刻画了mononial代数的平凡扩张代数,即给出了充要条件

定理 1.3: 设A是K上的基代数, Q, I是A对应的底图和可容理想,则A是monomial

代数的平凡扩张代数当且仅当I由零关系和相等关系生成, 且存在Q的子

图C1, · · · , Ck,其中Ci为圈,满足

(1) C1

∪
· · ·

∪
Ck = Q;

(2) 对任意Ci,存在箭αi ∈ Pi \
∪
j ̸=i

Pj ,其中Pi为Ci上所有的路;

– 2 –



第一章 引 言

(3) 对任意Q上的路ρ,在A中有ρ = 0当且仅当下列条件之一成立

i 对任意的1 ≤ i ≤ k, ρ ̸∈ Pi;

ii 存在1 ≤ i ≤ k,使得ρ ∈ Pi,但l(ρ) > li,其中li为Ci的周长;

(4) 对两条不同的路ρ1 ∈ Pi, ρ2 ∈ Pj , 在A中不为0且有ρ1 = ρ2当且仅当

存在ρ ∈ Pi

∩
Pj , l(ρ) ≤ li, lj , 使得ρ1 = ρCi, ρ2 = ρCj , 其中ρCi, ρCj分别

是ρ在Ci,Cj中的补路.

根据定理, 我们定义了完备圈集, 从而给出以代数A为平凡扩张代数的所

有monomial代数的构造和个数的上界.

推论 1.4: 设A是K上monomial代数的平凡扩张代数, {C1, · · · , Ck}是A的完备

圈集, Λi是Ci上所有的箭, 且令ni = #(Λi \
∪
j ̸=i

Λj), 则以A为平凡扩张代数

的monomial代数在K−代数同构下不超过
k∏

i=1

ni个.

需要指出的是, 本文的结果都是独立完成的, 但遗憾的是, 本文中关于重

复代数的结果已经由J.Schröer在[4]中完成, 而关于平凡扩张代数的刻画, E. A.

Fernández和M. I. Platzeck在[5]和[6]中也已经给出.
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第第第二二二章章章 预预预备备备知知知识识识

这一章作为预备知识,本论文只讨论K为代数闭域的情形,我们假定大家都

已经熟悉代数、理想和模的概念,所以我们主要回顾了有限维代数和约束箭图

代数上的一些性质.

§ 2.1 基基基代代代数数数与与与箭箭箭图图图

本节内容主要取自文献[1], 除非特殊说明, 否则K−代数都假定带有单位
元1.

§ 2.1.1 根根根、、、幂幂幂等等等元元元与与与基基基代代代数数数

定义 2.1: 有限维K−代数A的根(Jacobson radical) radA是A的所有极大右理想的

交集.

引理 2.2: radA是A的所有极大左理想的交集

证明: 文献[1], p5. �

定义 2.3: 右A模M的根(Jacobson radical) radM是M的所有极大子模的交集.

容易看到代数A作为代数的根和作为右A模的根是一致的.

命题 2.4: 设M,N是右A模,则

(a) rad(M ⊕N) = radM ⊕ radN .

(b) radM = MradA.

证明: 文献[1], p15. �

定义 2.5: 设A是K上的有限维代数, e ∈ A称为幂等元(idempotent), 若e2 = e.

A上的两个幂等元e1, e2称为是正交的(orthogonal),若e1e2 = e2e1 = 0. 幂等元e称
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第二章 预备知识

为是本原的(primitive),若e不能写成e = e1+ e2的形式,这里e1, e2是非0的正交幂

等元.

集合{e1, · · · , en} ⊂ A称为完备的本原正交幂等元集(complete set of prim-

itive orthogonal idempotents), 若e1, · · · , e2是两两正交的本原幂等元, 且1 =

e1 + · · ·+ en.

注意到代数A有两个平凡的幂等元0和1. 对有限维代数A, 完备的本原正

交幂等元集一定存在. 事实上, 若A有非平凡的幂等元e, 则1 − e也是非平凡

的幂等元, 且(1 − e)e = e(1 − e) = 0, 如果e非本原, 那么存在非0的正交幂等

元e1, e2使得e = e1 + e2, 同时有e1(1 − e) = e21(1 − e) = −e1e2(1 − e) = 0, 同

理e2(1 − e) = (1 − e)e1 = (1 − e)e2 = 0,从而e1, e2, 1 − e是两两正交的幂等元,

且1 = e1+e2+(1−e).我们可以进行这样的过程,直到所有的幂等元都是本原的,

同时是两两正交的,但是否能在有限步里得到? 我们注意到,若1 = e1 + · · ·+ en,

则作为线性空间有A = e1A⊕ · · · ⊕ enA,同时dimeiA ≤ 1,而dimA < ∞,从而可

在有限步内停止.由此我们证明了下面结论:

命题 2.6: 若A是有限维代数,那么A有完备的本原正交幂等元集.

引理 2.7: 若e ∈ A是本原幂等元,则radeA = eradA ⊂ eA是eA的唯一的真子模.

证明: 文献[1], p20. �

引理 2.8: 幂等元e ∈ A是本原的当且仅当代数eAe只有两个幂等元0和e.

证明: 文献[1], p22. �

定义 2.9: 设A是K上的有限维代数, {e1, · · · , en}是A上的完备的本原正交幂等

元集. 代数A称为是基的(basic),若作为右A−mod,对任意i ̸= j, eiA ̸∼= ejA.

命题 2.10: 有限维K−代数A是基的当且仅当代数A/radA同构于K × · · · ×K.

基代数是代数表示论中重要的研究对象,主要在于下面的定理:

定理 2.11: 设A是K上的有限维代数,则存在基代数Ab,使得有K−线性的范畴等
价mod− A ∼= mod− Ab.
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证明: 文献[1], p37. �

我们主要讨论代数与箭图,所以论文不阐述Ab的构造.

§ 2.1.2 约约约束束束箭箭箭图图图代代代数数数与与与monomial代代代数数数

定义 2.12: 设Q是一个四元组Q = (Q0, Q1, s, t),其中Q0是点的集合, Q1是箭向的

集合,s, t : Q1 → Q0是映射,即对箭向α,点s(α)是α的起点,点t(α)是α的终点. 记

为

s(α) α // t(α)

我们称这样的四元组是一个箭图. 当|Q0| < ∞且|Q1| < ∞时,称Q为有限箭图.

除非特殊说明,不然本文中的箭图Q都是有限箭图.

定义 2.13: 一个箭图Q中的一条非平凡的路是指箭向的序列ρ = α1 · · ·αm(m ≤
1),并且对1 ≤ i ≤ m,满足t(αi) = s(αi+1),可以描述为

• α1// • · · · •αm // •

我们称这样的路为长度为m的路,记l(ρ) = m. 对于任意点a ∈ Q0,我们称εa为平

凡路,其中s(εa) = tεa = a且l(εa) = 0. 我们通常用s(ρ)和t(ρ)表示路ρ的起点和

终点.

箭图Q中所有的路作为基向量构成K−线性空间KQ.定义两条路ρ1, ρ2的乘

积按照以下方式给出

ρ1 · ρ2 =

ρ1ρ2, 当t(ρ1) = s(ρ2)时;

0, 其他情况.

KQ的乘法按路的乘法线性张成. 这样, KQ构成一个结合代数,仍记为KQ,称为

箭图Q的路代数(path algebra).

定义 2.14: 箭图Q上的一个(带K中系数的)关系(relation)是有限条路的K−线性
组合,这些路的长度至少为2,且有相同的起点和终点. 因此,一个关系r是KQ中

的一个元素

r =
m∑
i=1

λiρi,
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这里λi ∈ K不全为0, ρi是Q上长度至少为2的路,且对i ̸= j, ρi和ρj有相同的起点

和终点. 当m = 1时,上述关系称为零关系,或monomial关系.

路代数KQ的一个可容理想(admissible ideal)I是由有限个关系生成的理想.

即存在一个有限的关系的集合{r1, · · · , rm}使得I = ⟨r1, · · · , rm⟩.

若I是KQ的可容理想, 二元组(Q, I)称为约束箭图(bounded quiver), 商代

数KQ/I称为约束箭图代数(bounded quiver algebra). 当可容理想I 可由有限
个monomial关系生成时, KQ/I称为monomial代数.

下面我们就约束箭图代数,刻画关于上一小节中定义的概念.

引理 2.15: 集合{ea = εa + I|a ∈ Q0}是KQ/I的完备的本原正交幂等元集, 这

里εa是a ∈ Q0的平凡路.

证明: 文献[1], p55. �

引理 2.16: 设RQ ⊂ KQ所有长度不为0的箭向生成的理想, I是KQ的可容理想

理想,则rad(KQ/I) = RQ/I,且KQ/I是基代数.

证明: 文献[1], p57. �

§ 2.1.3 底底底图图图

定义 2.17: 设A是K上的有限维基代数,{e1, · · · , en}是A的完备的本原正交幂等

元集. A的底图(ordinary quiver)QA由下列定义:

(a) QA上的点集(QA)0{1, · · · , n}与{e1, · · · , en}一一对应.

(b) 对给定的两个点a, b ∈ (QA)0, 箭向集合{α| a α // b }与K−线性空
间ea(radA/rad

2A)eb的一组基一一对应.

引进底图和可容理想的意义在于下列定理:

定理 2.18: 若A是K上的有限维基代数, 则存在KQA的可容理想I使得A ∼=
KQA/I.

证明: 文献[1], p64. �
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§ 2.2 重重重复复复代代代数数数

从这一节开始,设A是域K上含单位元1的有限维代数, {ei}ni=1是A上的一个

完备的本原正交幂等元集, DA是代数A的K−对偶,即DA = HomK(A,K).

K−代数A的重复代数在[2]定义如下:

定义 2.19: K上的有限维代数A的重复代数为矩阵代数(无单位元1)Â:

Â =


. . . DAi−1 0 0

0 Ai DAi 0

0 Ai+1 DAi+1

0
. . .


这里Ai = A,DAi = DA, i ∈ Z,且只有有限个位置不为0. Â上的乘法由DA作为

左A−右A−双模结构和DA⊗DA → 0诱导.

由上述定义可以知道重复代数Â是一个无限维的K−代数,我们通过一系列

的有限维K−代数{Âl}l∈N+ 来逼近,其中Âl ⊂ Â称为l−逼近代数,定义如下:

Âl =



. . . . . .

0 0

A−l DA−l

. . . . . .
. . . DAl−1

Al 0

0
. . .
. . .


,

容易知道Â =
∞
∪
l=1

Âl.

对1 ≤ i ≤ n, j ∈ Z, e(j)i ∈ Â是在(j, j)为ei,其余位置为0的矩阵;对l ∈ N+,

El ∈ Â是在(j, j)为1, −l ≤ j ≤ l,其余位置为0的矩阵.

引理 2.20: El是Âl的单位元, {e(j)i |1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l}是Âl上的一个完备的本

原正交幂等元集.
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证明: 容易计算得到: El是Âl的单位元, 且El =
n∑

i=1

l∑
j=−l

e
(j)
i . 另一方面, 有i ̸=

k或j ̸= l, e(j)i e
(l)
k = 0,而e

(j)
i e

(j)
i = e

(j)
i . 下面证明本原性: 事实上,经过计算,容易

得到K−代数同构e
(j)
i Âe

(j)
i ≃ eiAei,从而{e(j)i |1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l}是本原正交

幂等元集. 因此{e(j)i |1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l}是Âl上的一个完备的本原正交幂等

元集. �

命题 2.21: radÂl =



. . . . . .

0 0

radA−l DA−l

. . . . . .
. . . DAl−1

radAl 0

0
. . .
. . .


, 且Âl是K上

的基代数当且仅当A是K上的基代数.

证明: 代数A可看成Âl的子代数, 通过把A中的元素映到从−l到l的对角元上.

设Bl =



. . . . . .

0 0

radA−l DA−l

. . . . . .
. . . DAl−1

radAl 0

0
. . .
. . .


根据Âl的乘法, 容易验证

对1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l, e(j)i Bl是e
(j)
i Âl的子右Âl模,也是子右A模,且有右A模同

构

e
(j)
i Âl/e

(j)
i Bl

∼= (eiA/radeiA)

由于A/radA是单的右A模, 则e
(j)
i Bl是e

(j)
i Âl的极大右A子模, 同时也是极大

右Âl子模, 因为右Âl子模必然是右A子模. e
(j)
i radÂl

Âl = radÂl
e
(j)
i Âl = e

(j)
i Bl,
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从而radÂl = Bl. 进一步地有K−代数的同构

Âl/radÂl
∼= (A/rad)⊕2l+1,

从而我们知道Âl/radÂl作为K−代数同构与(K × · · · × K)⊕2l+1当且仅

当A/radA同构与K × · · · ×K,命题得证. �

§ 2.3 平平平凡凡凡扩扩扩张张张代代代数数数

K−代数A的平凡扩张代数在[3]的定义如下:

定义 2.22: 设A是域K上含单位元1的有限维代数, DA是代数A的K−对偶,

即DA = HomK(A,K), DA是一个K−线性空间, 且是一个左A− 右A− 双
模. 在A ⊕ DA上定义数乘, 加法和乘法如下: 对任意的k ∈ K, 任意

的(a, f), (a′, f ′) ∈ A⊕DA,

k(a, f) = (ka, kf)

(a, f) + (a′, f ′) = (a+ a′, f + f ′)

(a, f)(a′, f ′) = (aa′, fa′ + af ′)

容易验证A
⊕

DA在上述运算下成为一个K−代数, 称为A是平凡扩张代数, 记

为TA.

类似地,下面我们要求TA的完备的本原正交幂等元集,并证明当A是基代数

的时候, TA是基代数.

引理 2.23: (1, 0)是TA的单位元, {(ei, 0)}ni=1是TA上的一个完备的本原正交幂等

元集.

证明: 对任意的(a, f) ∈ TA,有(1, 0)(a, f) = (a, 1f + 0a) = (a, f) = (a, f)(1, 0),

从而(1, 0)是TA的单位元.

由{ei}ni=1是A上的一个完备的本原正交幂等元集, 则可知(1, 0) =
n∑

i=1

(ei, 0),

且(ei, 0)(ej, 0) = (eiej, 0ej + ei0) = δi,j(ei, 0), 其中δi,j = 1当且仅当i = j,

(ei, 0)TA(ei, 0) = eiAei ⊕ ei(DA)ei. 从而可知{(ei, 0)}ni=1 是TA上的一个完备
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的正交幂等元集, 只需再说明对任意的1 ≤ i ≤ n, (ei, 0)是A上的本原幂等元,

即(ei, 0)是代数eiAei ⊕ ei(DA)ei上仅有的非零幂等元即可.

实际上,设(eiaei, eifei)是eiAei ⊕ ei(DA)ei一个幂等元，即有

(eiaei, eifei)(eiaei, eifei) = ((eiaei)
2, eiaeifei + eifeiaei) = (eiaei, eifei),

从而有

(eiaei)
2 = eiaei, eiaeifei + eifeiaei = eifei,

由此可知，eiaei是eiAei的一个幂等元. 另一方面,由于ei是A的一个本原幂等元,

则eiAei幂等元只有ei和0, eiaei = ei或eiaei = 0.

当eiaei = ei时, 可知eiaeifei + eifeiaei = 2eifei = eifei, 从而eifei = 0,

即(eiaei, eifei) = (ei, 0).

当eiaei = 0时, 可知eiaeifei + eifeiaei = 0 = eifei, 从而eifei = 0,

即(eiaei, eifei) = (0, 0).

由此可知(ei, 0)是eiAei ⊕ ei(DA)ei上仅有的非零幂等元,从而命题得证. �

命题 2.24: radTA = radA⊕DA,且TA是K上的基代数当且仅当A是K上的基代

数.

证明: 从((radeiA)⊕ eiDA)TA = radeiA⊕ (eiDA+ ei(radA ·DA)) = (radeiA))⊕
eiDA,可知(radeiA)⊕eiDA是eiA⊕eiDA的子模. 注意到eiA⊕eiDA和(radeiA)⊕
eiDA同时也是A−模,而且有A−模同构

(eiA⊕ eiDA)/((radeiA)⊕ eiDA) ∼= eiA/(radeiA).

另一方面eiA/(radeiA)是单A−模, 从而可以知道(radeiA)
⊕

eiDA是eiA ⊕
eiDA的极大A−子模, 也是极大TA−子模. 则我们有(ei, 0)radTA(A ⊕ DA) =

radTA(eiA⊕ eiDA) = (radeiA)⊕ eiDA, radTA = radA⊕DA,进一步地有K−代
数同构:

TA/radTA ∼= A/radA.

从而我们知道TA/radTA作为K−代数同构与K × · · · ×K当且仅当A/radA同构

与K × · · · ×K,命题得证. �
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第第第三三三章章章 Monomial代代代数数数的的的重重重复复复代代代数数数

§ 3.1 局局局部部部最最最长长长路路路空空空间间间

在这一节中，设A是域K上含单位元1的有限维代数, DA表示A的K−对偶,

Q1表示Q上的箭头, P表示Q上所有的路.

定义 3.1: 设A是K上的有限维基代数, Q, I是A对应的底图和可容理想, Q上的

路ρ称为局部最长路,若0 ̸= ρ ∈ A,且对任意Q上的箭头α,有0 = αρ = ρα ∈ A.

设ei, ej ∈ Q0, 则将从ei到ej的所有局部最长路自由生成K−线性空间记
为Fi,j ,从而有自然映射Fi,j → A,核记为Ii,j ,称Fi,j/Ii,j为从ei到ej局部最长路空

间,记为LMi,j ,显然LMi,j为eiAej的子空间. 全体局部最长路生成的A的子空间

记为LM ,从而有LMi,j = eiLMej .

在讨论局部最长路空间之前,我们先得到mononial代数的一个简单的性质.

引理 3.2: 设A是K上的mononial代数, Q, I是A对应的底图和可容理想, I =

⟨ρt|1 ≤ t ≤ s⟩,其中ρt是Q上的路. 则P \ {αρtβ|α, β ∈ Q, 1 ≤ t ≤ s}构成A的一

个K−基,称为A的K−路基,记为Γ. 由此可知所有局部最长路恰好组成LM 的

一个K−基.

证明: 取Γ中任意有限子集Γ′,若在A上,有
∑
γ∈Γ′

kγγ = 0,其中kγ ∈ K,则
∑
γ∈Γ′

kγγ ∈

I, 从而在KQ上有
∑
γ∈Γ′

kγγ =
∑

1≤t≤s
α,β∈Q

kαρtβαρtβ, 其中只有有限个kαρtβ不为0. 而我

们知道Q构成KQ的一个K−基,则kγ = 0, γ ∈ Γ′. 从而可知Γ在A上线性无关,

#Γ ≤ dimKA < ∞.

另一方面,对任意x ∈ A,存在y ∈ KQ,使得x = y ∈ A,而设y =
∑
γ∈Γ′

kγγ +∑
1≤t≤s
α,β∈Q

kαρtβαρtβ,其中只有有限个kαρtβ 不为0,从而x = y =
∑
γ∈Γ′

kγγ,由此可知Γ线

性生成A. �
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引理 3.3: 有双边A−模满同态DA/(radA(DA) + rad(DA)A) � D(LM), 且

当A是K上的mononial代数时,这个同态是同构.

证明: 有自然的双A−模嵌入LM ↪→ A, 从而有满射π : DA � D(LM), 下面证

明radA(DA)+rad(DA)A = radA(DA)+(DA)radA ⊂ Kerπ.事实上,任意取A的一

个由路组成的K−基Γ,设Γ′是Γ的对偶基, fα ∈ Γ是路α ∈ Γ对应的线性映射,对

任意路长不为0的路β ∈ Γ,任意的局部最长路ρ,有(βfα)(ρ) = fα(ρβ) = fα(0) =

0,同理(fαβ)(ρ) = 0,即βfα, fαβ ∈ Kerπ,从而radA(DA) + rad(DA)A ⊂ Kerπ.

当A是K上的mononial代数时,设Γ为A的K−路基, Γ′是Γ的对偶基, fα ∈ Γ是

路α ∈ Γ对应的线性映射, M ⊂ Γ是所有局部最长路组成的集合.假设α ∈ Γ\M ,

则存在路β, γ ∈ Γ使得βαγ ∈ M , 其中β, γ至少有一条长度不为0, 那么容易

验证fα = γfβαγβ. 事实上, 对任意的x =
∑
σ∈Γ

kσσ ∈ A, (γfβαγβ)(
∑
σ∈Γ

kσσ) =∑
σ∈Γ

kσfβαγ(βσγ) = kα = fα(
∑
σ∈Γ

kσσ). 而β ∈ radA或γ ∈ radA, 从而对任意α ∈

Γ \M , fα ∈ radA(DA) + rad(DA)A. 对任意的f =
∑
σ∈Γ

kσfσ ∈ DA,若f ∈ Kerπ,

则对任意的α ∈ M , f(α) = kα = 0,则f =
∑

σ∈Γ\M
kσfσ ∈ radA(DA) + rad(DA)A,

从而Kerπ ⊂ radA(DA) + rad(DA)A. �

推论 3.4: 设A是K上的mononial代数, Q, I是A对应的底图和可容理想, ei, ej ∈
Q0, 则dimKei(DA/(radA(DA) + rad(DA)A))ej = dimKLMj,i = #{γ : j → i ∈
Γ是局部最长路}.

§ 3.2 Monomial代代代数数数的的的重重重复复复代代代数数数的的的底底底图图图和和和关关关系系系

在这一节中，设A是域K上有限维monomial代数, Q是A对应的底图,

I是A对应的可容理想,即有K−代数同构A ∼= KQ/I, {ei}ni=1是A上的一个完备

的本原正交幂等元集, Γ是A的K−路基, Â是A的重复代数. 对1 ≤ i ≤ n, j ∈ Z,

e
(j)
i ∈ Â是在(j, j)为ei,其余位置为0的矩阵.

下面我们主要讨论A是monomial代数的情况.

首先设箭图Q̂ = (Q̂0, Q̂1, s, t): Q̂0 = {(i, j)|1 ≤ i ≤ n, j ∈ Z}, 令Q(j) =

(Q
(j)
0 , Q

(j)
1 , s, t)为Q̂的满子图, 且在Q

(j)
0 = {(i, j)|1 ≤ i ≤ n}与{ei|1 ≤ i ≤ n}的
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一一对应下,有Q(j) = Q,让Q(j)根据Z排列,即如下图,最后Q(j)到Q(j+1)有箭头:

#{(i, j) → (k, j + 1)} = #{γ : k → i ∈ Γ是局部最长路}.

· · · Q(−j) · · ·Q(−1) Q(0) Q(1) · · · Q(j) · · ·

为了区分Q和Q(j),我们把Q上的路ρ对应的Q(j)中路记为ρ(j),而Q上的可容

理想I对应的Q(j)上的可容理想记为I(j), Q上的局部最长路γ : k → i对应的连

接Q(j)到Q(j+1)的箭头记成f
(j)
γ : (i, j) → (k, j + 1).

下面我们利用Q̂上的关系定义KQ̂的一个可容理想:

(1) 排他关系:若β, β′ ∈ Γ是局部最长路,其中β ̸= β′,则

• 对α ∈ Γ,其中α不是β的一部分(即不存在γ, τ ∈ Γ使得β = γατ ),那么

对任意的j ∈ Z有

α(j)f
(j)
β = f

(j)
β α(j+1) = 0,

• 对任意σ ∈ Γ, j ∈ Z有

f
(j)
β σ(j+1)f

(j+1)
β′ = 0.

(2) 长度关系:若β ∈ Γ是局部最长路,设β = β1αβ2,其中α ∈ Q1,那么对任意

的j ∈ Z有

α(j)β
(j)
2 f

(j)
β β

(j+1)
1 α(j+1) = 0.

(3) 分享关系:若β, β′ ∈ Γ是局部最长路, α ∈ Γ,其中β ̸= β′,且α同时是β和β′

的一部分(即存在γ, τ, γ′, τ ′ ∈ Γ使得β = γατ, β′ = γ′ατ ′), 那么对任意

的j ∈ Z有

τ (j)f
(j)
β γ(j+1) = τ ′(j)f

(j)
β′ γ

′(j+1).

我们假设由上述三种关系和I(j), j ∈ Z生成的Q̂上可容理想为Î.

另外设Q̂(l)是Q̂的满子图: Q̂
(l)
0 = {(i, j)|1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l}. 且设Îl =

Î
∩
KQ̂(l),容易知道Î =

∪
l∈N+

Îl.

下面我们要证明有K−代数的同构Â ∼= KQ̂/Î. 我们需要下述引理:
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引理 3.5: 设A是K上 的mononial代 数, Q, I是A对 应 的 底 图 和 可 容 理 想,

Γ是A的K− 路基, Â是A的重复代数, 则对任意的α, γ ∈ Γ,任意的β, β′ ∈ Γ,

i, j ∈ Z,有

M (j)(α)N (j)(fβ)M
(j+1)(γ) =

 N (j)(fτ ), 存在τ ∈ Γ使得β = γτα;

0, 其他情况.

N (i)(fβ)N
(j)(fβ′) = 0

这里fβ是β ∈ Γ的对偶基里对应的映射, M (j)(α) ∈ Â表示第(j, j)个位置为α,其

余位置0的矩阵, N (j)(fβ) ∈ Â表示第(j, j + 1)个位置为fβ,其余位置0的矩阵.

证明: 显然可得M (j)(α)N (j)(fβ)M
(j+1)(γ) = N (j)(αfβγ).

若存在τ ∈ Γ使得β = γτα,则由A是monomial代数可知τ是唯一的,且有

(αfβγ)(
∑
σ∈Γ

kσσ) = fτ (
∑
σ∈Γ

kσγσα) = kτ = fτ (
∑
σ∈Γ

kσσ).

由x ∈ A的任意性,有αfβγ = fτ ,从而M (j)(α)N (j)(fβ)M
(j+1)(γ) = N (j)(fτ ).

若对任意的τ ∈ Γ使得β ̸= γτα,则fβ(γτα) = 0,由此可知(αfβγ)(
∑
σ∈Γ

kσσ) =

0, αfβγ = 0,从而M (j)(α)N (j)(fβ)M
(j+1)(γ) = 0.

最后一个式子由矩阵乘法的定义容易知道. �

引理 3.6: 设A是K上的mononial代数,则Âl
∼= KQ̂(l)/Îl.

证明: 设Γ是A的K−路基.
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首先, {e(j)i |1 ≤ i ≤ n,−l ≤ j ≤ l}是Âl上的一个完备的本原正交幂等元集,

且由

radÂl =



. . . . . .

0 0

radA−l DA−l

. . . . . .
. . . DAl−1

radAl 0

0
. . .
. . .


计算可得: 1 ≤ i, k ≤ n, −l ≤ j, h ≤ l,

dimKe
(j)
i (radÂl/rad

2Âl)e
(h)
k =


0, h ̸= j, j + 1;

dimKeiradA/rad
2Aek, h = j;

dimKei(DA/(radA(DA) + rad(DA)A))ek, h = j + 1.

由推论3.4, dimKei(DA/(radA(DA) + rad(DA)A))ek = #{γ : k → i ∈ Γ是局

部最长路},从而可知Q̂(l)是Âl的底图.

由于Q̂(l)是Âl的底图,从而我们有一个自然的满的K−代数同态φ : KQ̂(l) →
Âl. 对任意α, β ∈ Γ, j ∈ Z, 令M (j)(α), N (j)(fβ) ∈ Â为上述引理定义的矩

阵. 对Q上的路ρ, −l ≤ j ≤ l, φ(ρ(j)) = M (j)(ρ); 而对Q上的局部最长路β,

−l ≤ j ≤ l−1, φ(f (j)
β ) = N (j)(fβ),其中fβ ∈ DA是β对应的对偶映射. 由引理3.5,

通过φ,对−l ≤ j ≤ l,在Âl中的上述三种关系成立,即Îl ⊂ Kerφ,所以诱导满同

态φ : KQ̂(l)/Îl → Âl.

我们只需证明dimKKQ̂(l)/Îl ≤ dimKÂl = (4l− 1)dimKA即可知道φ是双射,

从而是同构. 事实上,由于Îl只由零关系和相等关系生成,则可以从Q̂(l)的路中取

出KQ̂(l)/Îl的一个基.假设γ 是Q̂(l) 上的一条路,且0 ̸= γ ∈ KQ̂(l)/Îl,若对任意
的Q上的局部最长路β和−l ≤ j ≤ l − 1, f (j)

β 都不是γ的一部分,则γ是某个Q(l)上

的路,则存在Q上的路ρ使得γ = ρ(j);若存在Q上的局部最长路β和−l ≤ j ≤ l−1,

使得f
(j)
β 是γ的一部分, 则由于排他关系可知γ当且仅当通过一个f

(j)
β , 且由于长

度关系和排他关系, 存在α, τ, σ ∈ Γ, 使得β = ατσ, γ = σ(j)f
(j)
β α(j+1), 则通过
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计算可以得到φ(γ) = φ(σ(j)f
(j)
β α(j+1)) = φ(σ(j))φ(f

(j)
β )φ(α(j+1)) = N(fτ )

(j),其

中fτ ∈ DA是τ对应的对偶映射.

从而我们通过φ建立集合的映射{γ|γ是Q̂(l)上的路, 且γ ̸∈ Îl} →
{φ(ρ(j)),Mk

ρ |ρ ∈ Γ,−l ≤ j ≤ l,−l ≤ k ≤ l − 1}, 且当φ(γ1) = φ(γ2), 则

或存在−l ≤ j ≤ l使得γ1, γ2同时为Q(l)上的路, 或者存在Q上的局部最长

路β1 = α1τ1σ1, β2 = α2τ2σ2和−l ≤ j, k ≤ l − 1, 使得γ1 = σ
(j)
1 f

(j)
β1

α
(j+1)
1 ,

γ2 = σ
(k)
2 f

(k)
β2

α
(k+1)
2 , 则有M

(j)
τ1 = M

(k)
τ2 , 由此可知j = k且fτ1 = fτ2 , 即τ1 = τ2.

由上以及分享关系可知φ : {γ ∈ KQ̂(l)/Îl|γ是Q̂(l)上的路, 且γ ̸∈ Îl} →
{φ(ρ(j)),M(fρ)

(k)|ρ ∈ Γ,−l ≤ j ≤ l,−l ≤ k ≤ l − 1}是单射.

由于KQ̂(l)/Îl的一组基可从集合{γ ∈ KQ̂(l)/Îl|γ是Q̂(l)上的路,且γ ̸∈ Îl}取
得,则dimKKQ̂(l)/Îl ≤ (4l − 1)#Γ = (4l − 1)dimKA,从而结论成立. �

定理 3.7: 设A是K上的mononial代数,则Â ∼= KQ̂/Î.

证明: 首先, 由于对任意l ∈ N+, φ : KQ̂l → Âl为满同态, 我们有K−代数的满
同态φ : KQ̂ → Â, 而对任意的l ∈ Z, 有Îl ⊂ Kerφ, 从而有Î =

∪
l∈N+

Îl ⊂ Kerφ,

从而φ诱导K−代数的满同态φ : KQ̂/Î → Â, 而φ 诱导同构KQ̂(l)/Îl ∼= Âl,

且KQ̂/Î =
∪

l∈N+

KQ̂(l)/Îl, Â =
∪

l∈N+

Âl,从而φ是双射,从而是K−代数同构. �
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第第第四四四章章章 Monomial代代代数数数的的的平平平凡凡凡扩扩扩张张张代代代数数数

§ 4.1 Monomial代代代数数数的的的平平平凡凡凡扩扩扩张张张代代代数数数的的的底底底图图图和和和关关关系系系

在这一节中，设A是域K上含单位元1的有限维monomial代数, Q是A对应的

底图, I 是A对应的可容理想,即有K−代数同构A ∼= KQ/I,同时设{ei}ni=1是A上

的一个完备的本原正交幂等元集, Γ是A的K−路基, Q1表示Q上的箭头, P表

示Q上所有的路, TA是A是平凡扩张.

首先设箭图Q̃ = (Q̃0, Q̃1, s, t): Q̃0 = Q0, #{γ : i → j ∈ Q̃1} = #{γ : i → j ∈
Q1} + #{γ : j → i ∈ Γ是局部最长路}. 进一步设fβ为局部最长路β所决定的Q̃

上的路, 在不混肴的情况下, 它也表示A的K−路基Γ的对偶基中, β所对应的映

射.

容易看到Q是Q̃的子图.

下面我们利用Q̃上的关系定义KQ̃的一个可容理想:

(1) 排他关系:若β, β′ ∈ Γ是局部最长路,其中β ̸= β′,则

• 对α ∈ Γ,其中α不是β的一部分(即不存在γ, τ ∈ Γ使得β = γατ ),那么

有

αfβ = fβα = 0,

• 对任意σ ∈ Γ有

fβσfβ′ = 0.

(2) 长度关系: 若β ∈ Γ是局部最长路, 长度为l, 令Jβ = ⟨α|α ∈ Q1是β的一部

分⟩+ ⟨fβ⟩,则有
J l+2
β = 0.

– 18 –



第四章 Monomial代数的平凡扩张代数

(3) 分享关系:若β, β′ ∈ Γ是局部最长路, α ∈ Γ,其中β ̸= β′,且α同时是β和β′

的一部分(即存在γ, τ, γ′, τ ′ ∈ Γ使得β = γατ, β′ = γ′ατ ′),那么有

τfβγ = τ ′fβ′γ′.

设由I ⊂ KQ̃和上述三种关系生成在KQ̃的可容理想记为Ĩ.

下面我们要证明TA ≃ KQ̃/Ĩ. 首先,由TA上的乘法,我们有下述引理:

引理 4.1: 设A是K上 的mononial代 数, Q, I是A对 应 的 底 图 和 可 容 理 想,

Γ是A的K−路基, TA = A⊕ DA是A的平凡扩张代数,则对任意的α, γ ∈ Γ,任意

的β, β′ ∈ Γ,有

(α, 0)(0, fβ)(γ, 0) =

 (0, fτ ), 存在τ ∈ Γ使得β = γτα;

0, 其他情况.

(0, fβ)(0, fβ′) = 0

这里fβ是β ∈ Γ的对偶基里对应的映射.

证明: 类似引理3.5. �

定理 4.2: 设A是K上的mononial代数,则TA ∼= KQ̃/Ĩ.

证明: 首先, {(ei, 0)}ni=1是TA上的一个完备的本原正交幂等元集,且由radTA =

radA ⊕ DA可得rad2TA = (radTA)2 = (radA ⊕ DA)2 = rad2A ⊕ (rad(DA)A +

radA(DA)),从而有

radTA/rad2TA = (radA/rad2A)⊕ (DA/(rad(DA)A + radA(DA))),

进一步,由推论3.4,对1 ≤ i, j ≤ n,

dimK(ei, 0)radTA/rad
2TA(ej, 0) =

dimKeiradA/rad
2Aej + dimKei(DA/(radA(DA) + rad(DA)A))ej = #{γ : i →
j ∈ Q1}+#{γ : j → i ∈ Γ是局部最长路}. �
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从而可知Q̃是TA的底图.

由于Q̃是TA的底图, 从而我们有一个自然的满的K−代数态射φ : KQ̃ →
TA,对α ∈ Q1, φ(α) = (α, 0),对Q局部上的局部最长路β, φ(fβ) = (0, fβ),从而

由引理4.1,我们有Ĩ ⊂ Kerφ,那么有满的K−代数同态φ : KQ̃/Ĩ → TA.

为了证明φ是同构,只需要证明dimKKQ̃/Ĩ ≤ dimKTA.

实际上,假设Γ是A的K−路基, ρ是Q̃上的一条有限长度的路,且ρ在KQ̃/Ĩ中
不为0.

若对任意的局部最长路β ∈ Γ, fβ都不是ρ的一部分,那么存在Q上的路σ,使

得ρ = σ,由于ρ ̸∈ I,可得ρ ∈ Γ, φ(ρ) = (ρ, 0).

若存在局部最长路β ∈ Γ使得fβ是ρ的一部分, 由于ρ ̸= 0, 从而可知有且

仅有一条fβ是ρ 的一部分, 即存在α, γ ∈ Γ, 使得ρ = αfβγ ̸∈ Ĩ. 实际上, 如

果αfβγfβ′δ ̸= 0,其中β, β′ 是局部最长路,则fβγfβ′ ̸= 0,这与排他关系矛盾. 进

一步由排他关系和长度关系, 存在σ ∈ Γ使得β = γσα, 则φ(ρ) = (0, αfβγ) =

(0, fσ).

从而φ建立映射{ρ|ρ是Q̃上的路, 且ρ ̸∈ Ĩ} → {(σ, 0), (0, fσ)|σ ∈ Γ}, 且

当φ(ρ1) = φ(ρ2)时,则ρ1, ρ2同时为Q上的路,或同时不为Q上的路: 若ρ1, ρ2同时

为Q上的路, 则(ρ1, 0) = (ρ2, 0), 则在A中ρ1 = ρ2, 而ρ1, ρ2 ∈ Γ, 可知ρ1, ρ2是Q上

的同一条路; 若ρ1, ρ2同时为Q 上的路, 则存在局部最长路β1 = γ1σ1α1, β2 =

γ2σ2α2, φ(ρ1) = (0, fσ1) = φ(ρ2) = (0, fσ2),从而σ1 = σ2. 由上以及分享关系可

知φ : {ρ ∈ KQ̃/Ĩ|ρ是Q̃上的路,且ρ ̸∈ Ĩ} → {(σ, 0), (0, fσ)|σ ∈ Γ}是单射.

而Ĩ是由零关系和相等关系生成的,那么KQ̃/Ĩ可取一组K−基Γ̃,其元素都

为Q̃上有限长度的路. 由上我们有dimKKQ̃/Ĩ = #Γ̃ ≤ 2#Γ = dimKTA.

由上述证明过程中关于ρ的选取,我们可以得到下列推论:

推论 4.3: 设A是K上 的mononial代 数, Q, I是A对 应 的 底 图 和 可 容 理 想,

Γ是A的K−路基, TA是A的平凡扩张代数, Q̃, Ĩ是TA 对应的底图和可容理

想,则集合Γ
∪
{τfβσ|β为(Q, I)上局部最长路, fβ为β 对应生成的箭, τ, σ ∈ Γ而

且存在γ ∈ Γ使得β = σγτ}中的路在TA中都不为0,是所有在TA中不为0的路.
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§ 4.2 Monomial代代代数数数的的的平平平凡凡凡扩扩扩张张张代代代数数数的的的充充充要要要条条条件件件

这一节我们要给出Monomial代数的平凡扩张代数的一个充要条件. 在这

之前, 我们需要几个容易看出的定义. 对任意箭图Q上的路ρ, 我们总用l(ρ)表

示ρ的长度．设C = (C0, C1; s, t)是一个圈,则我们称#C0 是C 的周长,在无混淆

的情况下, 记为l(C). 对圈C上的路ρ, 若l(ρ) ≤ l(C), 则存在C 上唯一的路ρC使

得l(ρC) ≤ l(C), 且s(ρ) = t(ρC), t(ρ) = s(ρC),称ρC为ρ在C 上的补路. 容易得

到l(ρρC) = l(ρCρ) = l(C).

为了方便,我们有时会用圈来表示箭图,有时表示箭图中的某一条路,但不

会引起混淆.

定理 4.4: 设A是K上的基代数, Q, I是A对应的底图和可容理想,则A是monomial

代数的平凡扩张代数当且仅当I由零关系和相等关系生成, 且存在Q的子

图C1, · · · , Ck,其中Ci为圈,满足

(1) C1

∪
· · ·

∪
Ck = Q;

(2) 对任意Ci,存在箭αi ∈ Pi \
∪
j ̸=i

Pj ,其中Pi为Ci上所有的路;

(3) 对任意Q上的路ρ,在A中有ρ = 0当且仅当下列条件之一成立

i 对任意的1 ≤ i ≤ k, ρ ̸∈ Pi;

ii 存在1 ≤ i ≤ k,使得ρ ∈ Pi,但l(ρ) > li,其中li为Ci的周长;

(4) 对两条不同的路ρ1 ∈ Pi, ρ2 ∈ Pj , 在A中不为0且有ρ1 = ρ2当且仅当

存在ρ ∈ Pi

∩
Pj , l(ρ) ≤ li, lj , 使得ρ1 = ρCi, ρ2 = ρCj , 其中ρCi, ρCj分别

是ρ在Ci,Cj中的补路.

证明: 必要性: 假设B为K上的monomial代数, Q′, I ′是B对应的底图和可容理

想, 且TB = A. 进一步, 假设β1, · · · , βk是(Q′, I ′)中的所有的局部最长路,

Γ为B的K−路基. 由TB = A, 可知Q, I是TB对应的底图和可容理想, 从而由

定理4.2知每一条局部最长路βi对应Q上的一条箭αi 使得s(βi) = t(αi), t(βi) =

s(αi), 从而αi与βi构成一个圈, 记为Ci. 由定理4.2知道I由零关系和相等关系生
成,下面验证Ci满足上述的条件.
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首先, 由于对在Q′中的每条箭都属于某一条局部最长路, 而且对任意

的αi ∈ Q1 − Q′
1 = {α1, · · · , αk}, 显然αi 在Ci, 从而C1

∪
· · ·

∪
Ck = Q. 且对任

意Ci, αi ∈ Pi \
∪
j ̸=i

Pj ,其中Pi为Ci上所有的路.

接着我们要证明: {ρ|ρ为Q上的路,且存在1 ≤ i ≤ k,使得ρ ∈ Pi, l(ρ) ≤ li} =

Γ
∪
{ταiσ|1 ≤ i ≤ k, τ, σ ∈ Γ, 而且存在γ ∈ Γ 使得β = σγτ}. 事实上, 我们

假设S1 =左边, S2 =右边, 对ρ ∈ S2, 若ρ ∈ Γ, 则ρ在B上不为0, 总存在局部最

长路使得ρ为其的一部分, 从而ρ ∈ S1, 若ρ ̸∈ Γ, 则存在1 ≤ i ≤ k, τ, σ, γ ∈ Γ

使得ρ = ταiσ,β = σγτ , 从而ρ ∈ Pi, l(ρ) ≤ l(βi) + 1 = li, 从而S2 ⊂ S1; 另

一方面, 对ρ ∈ S1, 即存在1 ≤ i ≤ k, 使得ρ ∈ Pi, l(ρ) ≤ li, 若ρ都是由Q′
1中

的箭组成, 则ρ是βi的一部分, 自然有ρ ∈ Γ, 若ρ = ταiσ, 则由于l(ρ) ≤ li可

知τ, σ为βi的一部分, 从而τ, σ ∈ Γ, 且s(σ) = t(αi) = s(βi), t(τ) = s(αi) = t(βi),

同时l(τ) + l(σ) ≤ li − 1 = l(βi),则γ ∈ Γ使得β = σγτ},则ρ ∈ S1,从而S1 ⊂ S2.

再由推论4.3可以得到Q上的路ρ在TB中不为0的充要条件为存在1 ≤ i ≤ k, 使

得ρ ∈ Pi, l(ρ) ≤ li.

最后,对任意1 ≤ i, j ≤ k, ρ ∈ Pi

∩
Pj , l(ρ) ≤ li, lj ,令ρ1 = ρCi, ρ2 = ρCj ,可

知l(ρ1) ≤ li, l(ρ2) ≤ lj ,则ρ1, ρ2在A中不为0,且αi ̸∈ Pj, αj ̸∈ Pi,从而ρ是βi和βj的

公共部分,假设βi = τ1ρσ1, βj = τ2ρσ2,则ρ1 = σ1αiτ1, ρ2 = σ2αiτ2,从而由分享

关系可知ρ1 = ρ2. 反之, 若对两条不同的路ρ1 ∈ Pi, ρ2 ∈ Pj , 在TB中不为0且

有ρ1 = ρ2,则l(ρ1) ≤ li, l(ρ2) ≤ lj , s(ρ1) = s(ρ2), t(ρ1) = t(ρ2),进一步有s(ρCi
1 ) =

t(ρ1) = t(ρ2) = s(ρ
Cj

2 ), t(ρCi
1 ) = s(ρ1) = s(ρ2) = t(ρ

Cj

2 ), ρCi
1 , ρ

Cj

2 在TB都不

为0, 若ρCi
1 = ρ

Cj

2 , 令ρ = ρCi
1 = ρ

Cj

2 即可. 下面验证ρCi
1 = ρ

Cj

2 : 若ρ
Cj

2 ∈ Pi, 由

于ρCi
1 , ρ

Cj

2 有相同的起点和终点, 且都不为0, 容易得到ρCi
1 = ρ

Cj

2 ; 若ρ
Cj

2 ̸∈ Pi,

则圈ρ1ρ
Cj

2 ̸∈ Pi, 但ρ1ρ
Cj

2 = ρ1ρ
Ci
1 在TB中不为0, 从而存在1 ≤ h ≤ k, h ̸= i使

得ρ1ρ
Cj

2 ∈ Ph,由于ρ1ρ
Cj

2 为圈,从而Ch的箭都在ρ1ρ
Cj

2 中,而ρ1 ∈ Pi, ρ
Cj

2 ∈ Pj ,从

而Ch的箭都在Pi

∪
Pj中,可知h = j,则ρ1 ∈ Pj ,同样由于ρ1, ρ2有相同的起点和

终点,且都不为0,容易得到ρ1 = ρ2,这与假设矛盾.

充分性: 假设基代数A的底图和可容理想Q, I满足上述条件, 则令Q′ =

Q − {α1, · · · , αk}, I ′ = KQ′∩ I, 即代数B = KQ′/I ′是A的子代数. 先说

明B是monomial代数, 即I由零关系生成: 如果在B中有两条不同的路ρ1 ∈ Pi,
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ρ2 ∈ Pj , 在B中不为0且有ρ1 = ρ2, 由于B 是A的子代数, 那么存在ρ ∈ Pi

∩
Pj ,

l(ρ) ≤ li, lj ,使得ρ1 = ρCi, ρ2 = ρCj ,可知αi, αj不在ρ上,从而αi在ρ1上, αj在ρ2上,

那么ρ1, ρ2都不在Q′上,从而矛盾.

下面证明TB ∼= A. 首先对任意的1 ≤ i ≤ k, 取βi = αCi
i 为αi在Ci中的

补路, 从而有s(βi) = t(αi), t(βi) = s(αi), 则{β1, · · · , βk}是(Q′, I ′)上所有的局

部最长路: 显然对任意的1 ≤ i ≤ k, βi 是Q′上的路, 而且对任意γ ∈ Q′
1, 如

果t(γ) ̸= s(βi),显然γβi = 0,当t(γ) = s(βi)且γ ̸∈ Pi时,则γβi ̸∈ Pi, γβi = 0,而

当t(γ) = s(βi)且γ ∈ Pi,由于Ci是圈,圈里同一起点的箭是同一条箭,则γ = αi,

与αi ̸∈ Q′
1矛盾, 从而可知βi是(Q′, I ′)上的局部最长路; 设(Q′, I ′)的一条局部

最长路为β, 由于β ̸= 0, 则存在1 ≤ i ≤ k 使得β ∈ Pi, 且β不通过αi, 从而可

知β是βi的一部分,由于β, βi是局部最长路, 则β = βi. 进而, 由定理4.2, B的平

凡扩张代数TB的底图为Q, 即与A的底图一致,假设TB 的可容理想为J , 即通

过I ′和三种关系生成的理想.根据必要性的证明, I和J都是由零关系和相等关
系生成, 取圈C1, · · · , Ck, 且都是满足条件(3), (4), 从而I由同样的关系生成, 则

有I = J ,从而A ∼= KQ/I = KQ/J ∼= TB. �

在定理中,我们可以对条件(4)做一个简单弱化,即只需要条件(4)的充分性,

这样的话,判断monomial代数的平凡扩张代数会更方便.

推论 4.5: 设A是K上的基代数, Q, I是A对应的底图和可容理想,则A是monomial

代数的平凡扩张代数当且仅当I由零关系和相等关系生成, 且存在Q 的子

图C1, · · · , Ck,其中Ci为圈,满足

(1) C1

∪
· · ·

∪
Ck = Q;

(2) 对任意Ci,存在箭αi ∈ Pi \
∪
j ̸=i

Pj ,其中Pi为Ci上所有的路;

(3) 对任意Q上的路ρ,在A中有ρ = 0当且仅当下列条件之一成立

i 对任意的1 ≤ i ≤ k, ρ ̸∈ Pi;

ii 存在1 ≤ i ≤ k,使得ρ ∈ Pi,但l(ρ) > li,其中li为Ci的周长;

(4) 若ρ ∈ Pi

∩
Pj , l(ρ) ≤ li, lj ,则ρCi = ρCj ,其中ρCi, ρCj分别是ρ在Ci,Cj 中的

补路.
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证明: 只要证明充分性, 根据定理4.4, 只要证明定理4.4中的条件(4)即可. 事

实上, 证明与定理4.4 中必要性条件4的证明的思路一致. 如果两条不同的

路ρ1 ∈ Pi, ρ2 ∈ Pj , 在A中不为0且有ρ1 = ρ2, 则l(ρ1) ≤ li, l(ρ2) ≤ lj , s(ρ1) =

s(ρ2), t(ρ1) = t(ρ2), 进一步有s(ρCi
1 ) = t(ρ1) = t(ρ2) = s(ρ

Cj

2 ), t(ρCi
1 ) = s(ρ1) =

s(ρ2) = t(ρ
Cj

2 ), ρCi
1 , ρ

Cj

2 在A都不为0, 若ρCi
1 = ρ

Cj

2 , 令ρ = ρCi
1 = ρ

Cj

2 即可.下面验

证ρCi
1 = ρ

Cj

2 : 若ρ
Cj

2 ∈ Pi,由于ρCi
1 , ρ

Cj

2 有相同的起点和终点,且都不为0,容易得

到ρCi
1 = ρ

Cj

2 ; 若ρ
Cj

2 ̸∈ Pi, 则圈ρ1ρ
Cj

2 ̸∈ Pi, 但ρ1ρ
Cj

2 = ρ1ρ
Ci
1 在A中不为0, 从而存

在1 ≤ h ≤ k, h ̸= i使得ρ1ρ
Cj

2 ∈ Ph, 由于ρ1ρ
Cj

2 为圈, 从而Ch的箭都在ρ1ρ
Cj

2 中,

而ρ1 ∈ Pi, ρ
Cj

2 ∈ Pj , 从而Ch 的箭都在Pi

∪
Pj中, 可知h = j, 则ρ1 ∈ Pj , 同样由

于ρ1, ρ2有相同的起点和终点,且都不为0,容易得到ρ1 = ρ2,这与假设矛盾. �

下面我们想说明圈C1, · · · , Ck的唯一性,即它们由monomial代数的平凡扩张

代数唯一决定.

推论 4.6: 设A是K上monomial代数的平凡扩张代数, Q, I是A对应的底图和可容

理想,则满足定理5.1中的条件的C1, · · · , Ck在不考虑顺序下是唯一存在的.

证明: 若还有另外的一组圈S1, · · · , Sl满足定理4.4中的条件, 则对S1, 取S1的

路ρ使得l(ρ) = l(S1), 则ρ ̸= 0, 且ρ过S1 上的所有的箭. 对1 ≤ i ≤ k, 设Pi是

圈Ci上的所有的路, 则根据条件(3), 存在某个1 ≤ j1 ≤ k使得ρ ∈ Pj1 ,

则S1的箭都在Cj1 上, 同时S1和Cj1都是圈, 从而S1 = Cj1 . 同理存在1 ≤
j2, · · · , jl ≤ k, 使得S2 = Cj2, · · · , Sl = Cjl , 则{S1, · · · , Sl} ⊂ {C1, · · · , Ck},

同理可证{C1, · · · , Ck} ⊂ {S1, · · · , Sl},唯一性得证. �

为了方便,我们把满足定理4.4的圈集{C1, · · · , Ck}称为平凡扩张代数A的完

备圈集.

下面的推论给出了以代数A为平凡扩张代数的所有monomial代数的构造和

个数的上界.

推论 4.7: 设A是K上monomial代数的平凡扩张代数, {C1, · · · , Ck}是A的完备

圈集, Λi是Ci上所有的箭, 且令ni = #(Λi \
∪
j ̸=i

Λj), 则以A为平凡扩张代数

的monomial代数在K−代数同构下不超过
k∏

i=1

ni个.
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证明: 在定理4.4的充分性证明中, 对每一个Ci, 都去掉一个Λi \
∪
j ̸=i

Λj的箭头,

可以得到一个monomial代数B, 使得TB ∼= A. 反之, 对任意一个使得TB ∼=
A的monomial代数B,根据定理4.4的必要性证明中,新增加的箭必分别属于其对

应的Λi \
∪
j ̸=i

Λj . 从而每一个使得TB ∼= A的monomial代数B都可以通过对每一

个Ci,都去掉一个Λi \
∪
j ̸=i

Λj的箭头得到. �

这一节说明了monomial代数的平凡扩张代数是由某一些自入射

的Nakayama代数(由完备圈集中的圈生成的代数)同构条件4(分享关系)粘合

生成的代数.
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第第第五五五章章章 例例例子子子与与与应应应用用用

§ 5.1 例例例子子子

例子 5.1.1: 设A = KQ,这里箭图Q如下:
1◦
α

��
2◦ ◦

3

βoo γ // ◦4

,

那 么A是monomial代 数, 而 容 易 知 道A的K−路 基 为Γ = P =

{e1, e2, e3, e4, α, β, γ, αβ, αγ}, 局部最长路集为Γ3 = {αβ, αγ}, 从而A的平凡

扩张TA的底图Q̃如下:
1◦
α

��
2◦

δ

AA��������� ◦
3β

oo
γ

// ◦4

σ

]];;;;;;;;;

其中δ = fαβ , σ = fαγ . 由于αγ不是局部最长路αβ的一部分, αβ不是局部最长

路αγ的一部分, 排他关系要求δαγ = σαβ = 0; 长度关系要求αβδα = βδαβ =

δαβδ = 0, αγσα = γσαγ = σαγσ = 0; 由于α是局部最长路αβ和αγ的公共部

分,从而分享关系要求βδ = γσ. 而由于I = 0,从而TA的可容理想为:

Ĩ = ⟨δαγ, σαβ, αβδα, βδαβ, δαβδ, αγσα, γσαγ, σαγσ, βδ − γσ⟩.

而TA = KQ̃/Ĩ的一组由路组成的基为

{e1, e2, e3, e4, α, β, γ, αβ, αγ, δ, σ, δα, βδ, σα, δαβ, αβδ, βδα, σαγ}.

TA的完备圈集为{C1, C2},其中

C1: 1◦
α

��
2◦

δ

??��������� ◦3β
oo

, C2: 1◦
α

��
3◦ γ

// ◦4

σ

__?????????
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从而Λ1 = {α, β, δ}, Λ2 = {α, γ, σ},则以TA为平凡扩张代数的所有monomial代

数由下列4个子图生成(可能有同构的情况,可容理想通过Ĩ生成)

1◦
α

��
2◦ ◦

3

βoo γ // ◦4

I = 0,

2◦ δ // ◦
1

α // ◦
3

γ // ◦4 I = ⟨δαγ⟩

2◦ ◦
1

βoo ◦
3

αoo ◦4σoo I = ⟨σαβ⟩

2◦ δ // 1◦
α

��

◦4σoo

◦
3

I = 0,

注意到第二个和第三个代数是同构的, 则以TA为平凡扩张代数的所

有monomial代数总共有3个.

例子 5.1.2: 设A = KQ/I,这里箭图Q如下:
1◦

α

��=
==

==
==

==

3◦

γ
@@��������� ◦2β

oo

而I = ⟨αβ, βγ, γα⟩, 那么A是monomial代数, 而容易知道A的K−路基为Γ =

{e1, e2, e3, α, β, γ}, 局部最长路集为Γ3 = {α, β, γ}, 从而A的平凡扩张TA的底

图Q̃如下:
1◦

α

%%

δ

��
3◦

γ

GG

τ
33 ◦2β

ss

σ
ff

其中σ = fα, τ = fβ , δ = fγ . 容易看到排他关系要求δτ = τσ = σδ = 0;长度关系

要求ασα = σασ = βτβ = τβτ = γδγ = δγδ = 0;由于e1是局部最长路γ 和α的

公共部分,e2 是局部最长路α和β的公共部分, e3是局部最长路β和γ的公共部分,
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从而分享关系要求δγ = ασ, σα = βτ, τβ = γδ. 而I = ⟨αβ, βγ, γα⟩,从而TA的

可容理想为:

Ĩ = ⟨αβ, βγ, γα, δτ, τσ, σδ, ασα, σασ, βτβ, τβτ, γδγ, δγδ, δγ−ασ, σα−βτ, τβ−γδ⟩.

而TA = KQ̃/Ĩ的一组由路组成的基为

{e1, e2, e3, α, β, γ, σ, τ, δ, ασ, βτ, γδ}.

TA的完备圈集为{C1, C2, C3},其中

C1: 3◦
τ

55 ◦2
β

uu , C2: 1◦
δ

55 ◦3
γ

uu , C3: 2◦
σ

55 ◦1
αuu

从而Λ1 = {β, τ}, Λ2 = {γ, δ}, Λ3 = {α, σ} 则以TA为平凡扩张代数的所

有monomial代数由8 个子图生成(可能有同构的情况, 可容理想通过Ĩ生成),

最终整理得TA为平凡扩张代数的所有monomial代数总共有2个:

1◦
α

��=
==

==
==

==

3◦

γ
@@��������� ◦2β

oo

I = ⟨αβ, βγ, γα⟩,

1◦
α

��=
==

==
==

==

3◦

γ
@@���������
τ

// ◦2

I = ⟨γα⟩,

例子 5.1.3: 设A = KQ/I,这里箭图Q如下:
1◦
α

��
2◦ ◦

3

βoo γ // ◦4

而I = ⟨αγ⟩, 那么A是monomial代数, 而容易知道A的K−路基为Γ = P =

{e1, e2, e3, e4, α, β, γ, αβ}, 局部最长路集为Γ3 = {αβ, γ}, 从而A的平凡扩

– 28 –



第五章 例子与应用

张TA的底图Q̃如下:
1◦
α

��
2◦

δ

AA��������� ◦
3β

oo
γ

** ◦4
σ

ii

其中δ = fαβ , σ = fγ . 容易看到, 排他关系要求σβ = 0; 长度关系要求αβδα =

βδαβ = δαβδ = 0, σγσ = γσγ = 0;由于e3是局部最长路αβ和γ的公共部分,从而

分享关系要求βδα = γσ. 而由于I = ⟨αγ⟩,从而TA的可容理想为:

Ĩ = ⟨αγ, σβ, αβδα, βδαβ, δαβδ, σγσ, γσγ, βδα− γσ⟩.

而TA = KQ̃/Ĩ的一组由路组成的基为

{e1, e2, e3, e4, α, β, γ, αβ, δ, σ, δα, βδ, σγ, γσ, δαβ, αβδ}.

TA的完备圈集为{C1, C2},其中

C1: 1◦
α

��
2◦

δ

??��������� ◦3β
oo

, C2: 3◦
γ

** ◦4
σ

jj

从而Λ1 = {α, β, δ}, Λ2 = {γ, σ},则以TA为平凡扩张代数的所有monomial代数

由下列6个子图生成(可能有同构的情况,可容理想通过Ĩ生成)

1◦
α

��
2◦ ◦

3

βoo γ // ◦4

I = ⟨αγ⟩,

1◦
α

��
2◦ ◦

3

βoo ◦4σoo

I = ⟨σβ⟩,

2◦ δ // ◦
1

α // ◦
3

γ // ◦4 I = ⟨αγ⟩,

2◦ δ // ◦
1

α // ◦
3

◦4σoo I = 0,
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2◦ ◦
1

βoo ◦
3

αoo
γ

// ◦4 I = 0,

2◦ ◦
1

βoo ◦
3

αoo ◦4σoo I = ⟨σα⟩

注意到它们两两不同构,则以TA为平凡扩张代数的所有monomial代数总共

有6个,恰好取到推论4.7的上界.

事实上,从推论4.7的过程,当monomial代数的平凡扩张代数的底图的对称性

越差,以其为平凡扩张的monomial代数的个数越接近上界.

§ 5.2 Lowey长长长度度度

下面我们给出定理4.2的一个简单的应用. 在文献[1]中,Loewy长度定义如下:

定义 5.1: 设A是域K上的有限维的基代数, M是任意的有限生成(右)A模, 那么

有

inf{m ∈ N|radmM = 0} ∈ N

这里N表示全体自然数,这个值称为模MA的Loewy长度,记为ll(M).

在不混淆的情况下,我们把ll(A), ll(TA)分别记作A作为A−模的Loewy长度

和TA作为TA−模的Loewy长度,那么我们有下面推论:

推论 5.2: 设A是K上的monomial代数, TA是A的平凡扩张, 那么有ll(TA) =

ll(A) + 1,其中ll(A)表示A的Loewy长度.

证明: radiA表示A ∼= KQ/I中长度不小于i生成的线性空间, 则ll(A) = m表

示存在Q上的路ρ使得ρ的长度为m − 1, 且ρ是所有在A 中不为0的所有路中最

长的, 从而ρ必然是局部最长路, 另外考虑到平凡扩张中的长度关系和排他

关系, 可以知道(ρ, 0)(0, fρ)是所有在TA中不为0 的所有路中最长的, 由此可

知ll(TA) = ll(A) + 1. �
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致致致 谢谢谢

七年的厦大时光就要结束了,感觉时间过得很快,这里见证自己的成长. 从

三年前看着同学一个个离开, 到现在自己也将要离开, 我遇到了新同学和新朋

友,他们让我的这三年不孤单.

这些年来,首先想感谢的,就是我的导师,林亚南老师.是他让我有机会顺利

延续自己的数学生涯,在我由于英语上的困难而不能保研的时候,提供给我这个

难得的机会,我只希望自己三年的学习,和将来在数学的努力,能让他觉得这是

个正确的决定. 当然,除此之外,林老师在学术上严谨的态度,对文章严格的要

求,为人正直的人格,一直影响我. 他不仅在数学上悉心指导,也经常关心我的生

活. 老师还尽可能为我们的学习和提高提供各种机会,比如,邀请国内外专家和

让我们参加各种学术会议,使我们了解到学术前沿的同时认识到自己的不足,让

我能够参加各种暑期学校,包括在北大的短期学习,浙大和哈工大的暑期学校等

等. 在与林老师的交流和讨论中,我也逐渐认识到自己的一些缺点,比如,在表达

上不够清晰,有时没能从切实的例子找思路. 我相信在后面的路上,我会好好地

改正自己缺点.

研究生期间,当两个学期的助教,让我在指导学生的同时,也得到了提高. 我

和祝辉林老师有着共同的对数论的热爱,这也让我们经常进行讨论.在作为他的

助教的一个学期,让我对基础数论的掌握更加扎实了. 林鹭老师对学生耐心和认

真,对我的影响很大,虽然对我来说也是个挑战,但也锻炼了自己的备课和讲课

的能力,同时也认识一些学弟学妹们.诚挚地感谢两位老师.

感谢数学学院的行政人员,他们一丝不苟的工作态度,让我们能够专心进行

学术的交流和学习.记得两年前的暑期学校,负责的陈李媛老师,林智雄老师和

林煜老师经常为参加的外校同学解决各种问题,让他们感受到厦大数学学院的

风采,也让我们作为厦大的一员而感到骄傲. 特别是最近,在我申请CSC过程中

出现疏忽的时候,陈李媛老师和林智雄老师积极帮我解决问题,让我备受感动.

感谢你们,你们让厦大数院能够每天正常地运转.
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还要感谢从本科到研究生的任课老师们,数学分析张中新老师,高等代数杜

妮老师,解析几何宋宇萍老师,实变函数伍火熊老师,抽象代数谭绍滨老师,复变

函数严荣沐老师...你们上课时认真和对学生负责的态度,让你们的学生受益匪

浅,从心底里尊重和感谢你们.特别是谭绍滨老师和严荣沐老师,每次参加夏令

营或者暑期学校,我总会麻烦两位老师帮我写推荐信,感谢你们一直以来对我的

照顾.

感谢我的同门师兄师姐和师弟们:陈健敏老师,阮诗佺,陈金晶,邱晓龙,周

振强,许燕青,李云春,林玉娜,李振华,陈明发,董强. 和你们讨论问题,总能让我

学习到很多东西.特别是周振强师兄,在范畴方面对我帮助很大,也经常指导我

的学习.

感谢暑期学校的各位老师,教给我的不仅是数学的知识,还有对待数学的态

度.感谢刘青老师,三年来带我学习代数几何,并且让我有机会跟着您继续学习.

感谢我的同学们和朋友们,离开总是伤感的,但那些美好的回忆会带我们各

自继续前进. 我期待我们以后的相聚,聊起在厦大时的伤心和快乐.

最后,最深的感谢给我的父母. 儿子一直以来都没能好好孝敬你们,甚至违

背你们的想法,但你们还是一如既往地鼓励和支持我. 看着你们年轻不再,我却

还任性地去追逐自己的梦想.我知道你们有无数的不舍,你们不曾说出.

从本科一路走来,有许多感悟一直指导我的生活和学习:

• 性格决定命运.

• 40岁之前能在数学界做出一番事业的,一般都是天才,一般人都是在50岁

左右. 数学是一种生活态度,每天做点数学,保证每天都进步一点点,才能

积少成多. –江迪华

• 知之为知之,不知为不知,是知也.

• 有很多事情,我们不能完成, 但有更多的事情,我们不愿意付出努力去做,

只是因为不想超出让自己舒服的区域.
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